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Abstract

This paper answers three research questions: (1) What mathematical connections do pre-
university students make when they solve tasks (algebraic, graphical and application
problems) of Calculus that involve the derivative and the integral?, (2) What is the
relationship between those mathematical connections that pre-university students make and
how they contribute to mathematical understanding of the Fundamental Theorem of
Calculus?, and (3) What alternative conceptions appear when pre-university students solve
tasks (algebraic, graphical and application problems) of Calculus that involve the derivative
and the integral?

In this research, we accept that there is a strong relationship between belief systems,
mathematical connections and mathematical understanding. We understand mathematical
connections as a cognitive process through which a person relates two or more ideas,
concepts, definitions, theorems, procedures, representations and meanings with each other,
with other disciplines or with real life. Mathematical connections emerge when students
solve specific tasks and can identify them in their written productions or in the oral or gestural
arguments they develop. On the other hand, we accept that the students' previous belief
systems can provoke in them the appearance of alternative conceptions. These are understood
as those students’ conceptions that are inconsistent with what the mathematical community
accepts as correct and that have been socially shared and negotiated. Alternative conceptions
can represent an obstacle at the moment in which mathematical connections are intended and
consequently can hinder mathematical comprehension.

On the other hand, Task-Based Interviews were used for collecting data collection that
presented derivative and integral tasks in the algebraic and graphs registers, and application
problems. While thematic analysis was used to analyze the data. Analysis of productions
(written, verbal and gestural) of the 25 participants allowed us to identify 347 intra-
mathematical and extra-mathematical connections students made. Among these, the most

frequent were: the derivative of a polynomial function of the form f(x) = x™ is f'(x) =

xn

+1
nx™"1; the integral of a polynomial function of the form f(x) = x™ is [ x"dx = — C,

the derivative and the integral are inverse operations; in a definite integral, the upper limit

should be evaluated in the antiderivative of f’(x) and should be subtracted from the lower
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limit evaluated antiderivative, the integral is associated with the area under a curve, The
integral of the derivative of a polynomial function is the same function and, the integral of
the acceleration function of an object is its velocity and the integral of the velocity function
is its position. The identified mathematical connections were categorized as: procedural,
different representations, characteristic, reversibility, meaning and, part-everything.
Likewise, the identified mathematical connections were strongly related so they form a
system of mathematical connections associated with the TFC and the concept of function.

In addition, the written and verbal productions of the students indicated the presence
of 67 alternative conceptions distributed in 9 categories. Among these, the most frequent are:
the derivative of the integral of a polynomial function (or vice versa) is obtained by
calculating the derivative and the integral separately, ignoring the reversible sense of them;
the instantaneous velocity at which an object is moving is obtained by the formula v = d/t
(speed equals distance over time); the result of f’(a) only means a value for y when x is a;
and in f(x) = 3x2, f (x) by itself means function. Finally, some theoretical implications are
discussed in the study, as well as some guidelines for teaching-learning that take as central

object to mathematical connections.
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Resumen

El presente escrito responde tres preguntas de investigacion: (1) ¢Qué conexiones
matematicas hacen los estudiantes del preuniversitario al resolver tareas (algebraicas,
gréficas y problemas de aplicacién) de Calculo que involucran a la derivada y a la integral?,
(2) ¢Qué relacion guardan esas conexiones matematicas que los estudiantes del
preuniversitario hacen en las tareas de Célculo que involucran a la derivada y a la integral y
cémo contribuyen a la comprension matematica del Teorema Fundamental del Célculo
(TFC)?, vy (3) ¢Qué concepciones alternativas aparecen cuando los estudiantes del
preuniversitario resuelven tareas (algebraicas, graficas y problemas de aplicacion) de Calculo
que involucran a la derivada y a la integral?

En el estudio se acepta que existe una fuerte relacion entre los sistemas de creencias,
las conexiones matematicas y la comprension matematica. Las conexiones matematicas se
asumen como un proceso cognitivo mediante el cual una persona relaciona o asocia dos o
mas ideas, conceptos, definiciones, teoremas, procedimientos, representaciones Yy
significados entre si, con otras disciplinas o con la vida real. Las conexiones matemaéticas
emergen cuando los estudiantes resuelven tareas especificas y pueden ser identificadas en
sus producciones escritas 0 en los argumentos orales o gestuales que desarrollan. Por otra
parte, se acepta que los sistemas de creencias previos de los estudiantes pueden provocar en
ellos la aparicion de concepciones alternativas. Estas se entienden como aquellas
concepciones de los estudiantes inconsistentes con lo que la comunidad matematica acepta
como correctas y que han sido socialmente compartidas y negociadas. Las concepciones
alternativas pueden significar un obstaculo en el momento en que se pretenden hacer
conexiones matematicas y consecuentemente obstaculizar la comprension matematica.

Por otra parte, para la colecta de datos se utilizaron las Entrevistas Basadas en Tareas
que plantearon tareas de derivada y de integral en los registros algebraicos, graficos y
problemas de aplicacion. Mientras que para analizar los datos se utilizo el analisis tematico.
El analisis de las producciones (escritas, verbales y gestuales) de los 25 participantes permitid
identificar 347 conexiones intramatematicas y extramatematicas que los estudiantes hicieron.
Entre estas, las mas frecuentes fueron: la derivada de una funcion polinomial de la forma

f(x) =x"es f'(x) = nx™1, laintegral de una funcién polinomial de la forma f(x) = x™



xntl . . . . .
es [x"dx = — C, la derivada y la integral son operaciones inversas, en una integral

definida al limite superior evaluado en la antiderivada de f'(x) se le resta el limite inferior
evaluado en la misma antiderivada, la integral esta asociada con el area bajo una curva, la
derivada de la integral de una funcién polinomial es igual a la misma funcion y, la integral
de la funcion aceleracién de un objeto es su velocidad y la integral de la funcién velocidad
es su posicion. Las conexiones matematicas identificadas fueron categorizadas como de tipo:
procedimental, representaciones diferentes, caracteristica, reversibilidad, significado v,
parte-todo. Asimismo, las conexiones matemaéticas identificadas estuvieron fuertemente
relacionadas por lo que forman sistema de conexiones matematicas asociadas al TFC y al
concepto funcion.

Ademas, las producciones escritas y verbales de los estudiantes indicaron la presencia
de 67 concepciones alternativas distribuidas en 9 categorias. Entre estas, las mas frecuentes
son: la derivada de la integral de una funcién polinomial (o viceversa) se obtiene calculando
la derivada y la integral por separado, ignorando el sentido reversible de ellas; la velocidad
instantanea a la que se desplaza un objeto se obtiene mediante la formula v = d/t (velocidad
es igual a distancia sobre tiempo); el resultado de f“(a) sélo significa un valor para y cuando
x vale a; y en f(x) =3x2, f(x) por si sola significa funcién. Finalmente, algunas
implicaciones tedricas se discuten en el estudio, asi como algunas pautas para la ensefianza-

aprendizaje que tome como objeto central a las conexiones matematicas.



Introduccién

Las conexiones matematicas son un tema vigente dentro de la investigacion en Matematica
Educativa que ha mostrado una variedad de resultados obtenidos tanto en estudiantes como
en profesores. De manera general, las conexiones matematicas implican establecer relacion
entre distintos objetos matematicos, entre estos con los de otras disciplinas o con la resolucion
de problemas planteados en diversos contextos. Esta forma de concebir a los contenidos
matematicos desarrolla la perspectiva de un campo integrado (Evitts, 2004; Jaijan & Loipha,
2012), ademas, posibilitan que los estudiantes hagan conexiones matematicas y tengan una
mejora en su compresion matematica (Mhlolo, 2012; Eli, Mohr-Schroeder & Lee, 2011). Por
ello, se entiende la importancia que han cobrado las conexiones matematicas en el curriculum
tanto mexicano de otros paises, asi como en la investigacion misma.

La revision de la literatura indica una desatencién al campo del Calculo y al nivel
preuniversitario en cuanto al estudio de conexiones matematicas se refiere. Esto plantea la
importancia de investigar acerca de las conexiones matematicas que los estudiantes de este
nivel hacen al resolver tareas de Célculo, en particular de la derivada y de la integral. La
razon de esto es porque son dos conceptos claves del Célculo, cuya conexion matematica
estd cifrada en el Teorema Fundamental del Célculo (TFC), pero, ademas, porque se
desconoce qué conexiones matematicas hacen los estudiantes cuando resuelven tareas que
involucran estos contenidos que son fundamentales para cursos mas avanzados.

Sin embargo, cuando los estudiantes resuelven tareas especificas es imposible que no
emerjan falsas ideas o concepciones alternativas; por ello, también estas son exploradas en
este estudio. Esto porque se parte de que las creencias de los estudiantes preceden a las
conexiones matematicas que estos son capaces de hacer, pero también porque pueden
provocar que aparezcan las concepciones alternativas. Asimismo, se asume en el escrito que
tanto las conexiones matematicas como las concepciones alternativas pueden comprometer
el logro de la comprension matematica. Por las razones antes esgrimidas, la presente
investigacion planted los siguientes tres objetivos:

= Describir y categorizar las conexiones matematicas que los estudiantes del
preuniversitario hacen al resolver tareas (algebraicas, graficas y problemas de

aplicacion) de Calculo que involucran a la derivada y a la integral.
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= Establecer las relaciones que guardan esas conexiones matematicas que los
estudiantes hacen asociadas al nivel de comprensién sobre el TFC que logran
en las tareas propuestas.

= Identificar las concepciones alternativas que aparecen cuando los estudiantes
del preuniversitario resuelven tareas (algebraicas, gréficas y problemas de
aplicacion) de Célculo que involucran a la derivada y a la integral.

Para dar cumplimiento a estos objetivos se concibio la presente investigacion de tipo
cualitativa. Esto se expone de manera pormenorizada en este trabajo que se estructura en 5
capitulos. En el Capitulo 1 se presentan las preguntas de investigacion, los objetivos y, en
general, la problematica asociada a las conexiones matematicas y a las concepciones
alternativas en relacion con los contenidos de derivada e integral. Asimismo, se presenta un
panorama de los programas de Calculo Diferencial y Célculo Integral del nivel
preuniversitario sobre las conexiones matematicas que son promovidas. Finalmente, en este
capitulo se presenta la justificacion de la presente investigacion.

En el Capitulo 2 se describen los constructos teoricos sobre los cuales esta basada esta
investigacion. En particular, se discute la relacion entre las creencias y las conexiones
matematicas, entre las creencias y la comprension matematica, asi como entre las conexiones
matematicas y la comprension matematica. Asimismo, se define cada constructo tedrico que
fue utilizado en esta investigacién. En la seccion final de este capitulo se presentan algunas
ideas asociadas al TFC.

En el Capitulo 3 se expone de manera detallada la forma en que fue concebida esta
investigacion. En ese sentido, se describen las primeras consideraciones para el disefio de la
investigacion, la validacion de una prueba piloto para lograr la asequibilidad de las tareas
propuestas, el contexto de la investigacion y los participantes, las caracteristicas finales de
las tareas que fueron consideradas, asi como los objetivos de estas. También, en este capitulo
se presenta detalladamente como se hizo el anélisis de los datos. Se ofrecen ejemplos de
coémo se concreto este andlisis.

En el capitulo 4 se describen los resultados identificados a partir de las producciones
escritas, verbales y gestuales de los participantes. En ese sentido, primero se presentan las

conexiones matematicas con sus respectivas descripciones y evidencias, posteriormente se
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presenta una categorizacion de los resultados por tipologia de conexiones matematicas y, se
muestran los sistemas de conexiones matematicas que se construyeron a partir de las
conexiones matematicas que los estudiantes hicieron. Igualmente, en este capitulo se
presentan las concepciones alternativas que aparecieron con las respectivas evidencias que
soportan a los resultados.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presenta la discusion y la conclusion de esta
investigacion. De esta forma, se comparan los resultados obtenidos en este trabajo a la luz de
la literatura que explora conexiones matematicas y concepciones alternativas, asi como una
discusion entre los resultados mismos. En esta seccion también se presentan algunas
contribuciones tedricas de este trabajo, se hace un breve bosquejo de las implicaciones para
la ensefianza-aprendizaje del Calculo a la luz de estos resultados y, posteriormente, se

describen las limitaciones teéricas-metodoldgicas de esta investigacion.
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Capitulo 1

Preguntas de investigacion, Objetivos y Antecedentes

1.1 Preguntas de investigacion y objetivos

Las conexiones matematicas han sido objeto de estudio desde diversas perspectivas, ya sea
centrados en el profesor, en los estudiantes o en propuestas de ensefianza; sin embargo, el
grueso de esos estudios se enfoca en otros temas matematicos diferentes a las ideas centrales
del Célculo. La literatura indica al menos cuatro enfoques para estudiar conexiones
matematicas: a través de problemas de modelado o problemas de aplicacion (Lockwood,
2011; Jaijan & Loipha, 2012; Ozgen, 2013a; NTCM, 2014; DGB, 2013a, 2013b; Yoon,
Dreyfus & Thomas, 2010; Dolores & Garcia-Garcia, 2017), mediante el transito entre
registros de representacion (Businskas, 2008; Mhlolo, 2012; Mhlolo, Venkat & Schafer,
2012; Ozgen, 2013; Moon et al., 2013; DGB, 2013a, 2013b; NTCM, 2014), al resolver tareas
especificas de distintos dominios matematicos (Eli, Mohr-Schroeder & Lee, 2011, 2013;
Lockwood, 2011; Mhlolo, Venkat & Schéfer, 2012; Jaijan & Loipha, 2012) y, mediante las
creencias que estudiantes y profesores tienen sobre las conexiones matematicas con el mundo
real y el uso de ella en el aula de clases (Ji-Eun, 2012; Soltani, Mohammad-Hassan,
Shahvarani & Manuchehri, 2013; Ozgen, 2013b; Karako¢ & Alacaci, 2015).

Por otra parte, las Matematicas por su naturaleza misma, sus contenidos estan
conectados unos con otros, sin embargo, para fines de ensefianza-aprendizaje, tanto en los
programas de estudio como en los libros de texto, se presenta en campos separados Y, por lo
tanto, es posible que activen creencias distintas para cada dominio (Drageset, 2010) y

provoque que los contenidos matematicos sean vistos como desconectados uno de otros
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(Evitts, 2004; Mwakapenda, 2008; Jaijan y Loipha, 2012). Como consecuencia, las
situaciones habituales en el aula de clases activan la creencia de la no comprension
(Schléglmann, 2005). Esto, en parte, justifica que estudiantes y profesores presenten
dificultades para hacer conexiones matematicas (Mhlolo, 2012; Mhlolo et al., 2012; Ozgen,
2013a; Moon et al., 2013; Bajracharya, 2014; Radmehr & Drake, 2017; Dolores & Garcia-
Garcia, 2017) y que, en diversas tareas, incluso en las gréaficas, haya persistencia en el uso de
representaciones algebraicas (Dawkins & Mendoza, 2014; Hong & Thomas, 2015) por el
privilegio que se le concede al aprendizaje memoristico y procedimental en situacion escolar
(Glass, 2002).

En ese sentido, es pertinente seguir investigando en esa linea para identificar qué
conexiones matematicas hacen los estudiantes del preuniversitario al trabajar diversas tareas
en Célculo. La razén de esto es porque, ademéas de los escasos trabajos que abordan
conjuntamente el tema de conexiones matematicas y las ideas centrales del Célculo (derivada
e integral), ambos juegan un papel preponderante en el aprendizaje de los estudiantes: las
conexiones matematicas son importante para que los estudiantes desarrollen una mejor
comprension matematica (Singletary, 2012; Businskas, 2008; Mhlolo, 2012; Eli, Mohr-
Schroeder y Lee, 2011) y el Célculo, es fundamental para la comprension de ideas
matematicas mas avanzadas como los contenidos de Ecuaciones Diferenciales, Anélisis
Matematico, Variable Compleja, por citar algunos. Ademas, como lo sugieren Dolores &
Garcia-Garcia (2017) ¢son conscientes los estudiantes de la relacion de reversibilidad entre
la derivada y la integral o resuelven mecanicamente las tareas (algebraicas, gréficas y
problemas de aplicacion) que involucra esta conexion matematica? Por tanto, la primera
pregunta de investigacion que se plantea en el presente es:

= ;Qué conexiones matematicas hacen los estudiantes del preuniversitario al
resolver tareas (algebraicas, graficas y problemas de aplicacion) de Célculo

que involucran a la derivada y a la integral?

En este trabajo se asume que una respuesta correcta no implica que el estudiante hace una
conexion matematica, pero el uso de conexiones matematicas implica respuestas consistentes
desde un punto de vista matematico (Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2017a) y son utiles
para mejorar la comprension matematica (Businskas, 2008). Esa utilidad es evaluada por el
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experto (profesor de Matematicas o el investigador). Por otra parte, también se asume que
"las conexiones matematicas son producto del sistema de creencias atribuido al estudiante,
por lo que cada estudiante hara conexiones matematicas en un nivel diferente” (Garcia-Garcia
& Dolores-Flores, 2017a, p. 4).

Esa variabilidad en la frecuencia de cada conexion matemaética reflejara el nivel de
comprension que cada estudiante puede lograr. Asimismo, dado que "nadie tiene una creencia
en la independencia total de todas las otras creencias, las creencias siempre ocurren en grupos
0 conjuntos” (Green, 1971, p. 41), entonces si los estudiantes establecen conexiones
matematicas estas podrian también formar sistema de creencias matemaéticas, dado que las
creencias preceden y posibilitan establecer conexiones matematicas. Por tanto, surge una
segunda pregunta de investigacion:

= ¢ Qué relacion guardan esas conexiones matematicas que los estudiantes del

preuniversitario hacen en las tareas de Calculo que involucran a la derivada
y a la integral y como contribuyen a la comprension matemaética del

Teorema Fundamental del Calculo (TFC)?

Finalmente, si las conexiones matematicas son producto del sistema de creencias atribuido a
cada estudiante, ademas de que son Utiles para la mejora de la comprension y, un estudiante
comprende un concepto matematico cuando, sobre el analisis de la evidencia disponible, el
sistema de creencias atribuido al estudiante es consistente con las creencias culturalmente
aceptadas sobre el concepto (Kastberg, 2002); entonces, tiene sentido abordar aquellas
respuestas de los estudiantes en las que no establecen una conexién matematica, asi como los
posibles origenes de las mismas. Concebir a la comprension matematica en el sentido de
Kastberg y el origen de las conexiones matematicas en el sentido ya descrito, permite plantear
que cuando el sistema de creencias atribuido al estudiante es inconsistente con las creencias
culturalmente aceptadas sobre el concepto (lo que conduce a no establecer conexiones
matematicas) entonces en las respuestas de los estudiantes aparecen concepciones
alternativas. Esto conduce a una tercera pregunta de investigacion:
= ;Qué concepciones alternativas aparecen cuando los estudiantes del
preuniversitario resuelven tareas (algebraicas, graficas y problemas de

aplicacion) de Calculo que involucran a la derivada y a la integral?
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Las tres preguntas de investigacion previas conducen a los siguientes objetivos generales:
= Describir y categorizar las conexiones matematicas que los estudiantes del
preuniversitario hacen al resolver tareas (algebraicas, graficas y problemas de
aplicacion) de Calculo que involucran a la derivada y a la integral.
= Establecer las relaciones que guardan esas conexiones matemaéticas que los
estudiantes hacen asociadas al nivel de comprensién sobre el TFC que logran
en las tareas propuestas.
= Identificar las concepciones alternativas que aparecen cuando los estudiantes
del preuniversitario resuelven tareas (algebraicas, gréficas y problemas de
aplicacion) de Célculo que involucran a la derivada y a la integral.
En lineas previas se planteé a grandes rasgos la importancia del estudio, asi como su
pertinencia; sin embargo, enseguida se ofrece una revision de la literatura para ofrecer

mayores argumentos sobre la pertinencia del trabajo que se expone.

1.2 Revision de la literatura

Una revision de la literatura mas actual (de 2010 a la fecha) indica que las investigaciones
que exploran conexiones matematicas no lo hacen en el campo del Caélculo, aquellas que
examinan la relacion entre la derivada y la integral se enfocan principalmente en el TFC,
pero no se interesan en las conexiones matematicas que hacen los estudiantes propiamente vy,
finalmente, hay investigaciones que exploran las creencias asociadas a la relacion entre las
conexiones matematicas con el mundo real. Estos estudios se centran principalmente en
profesores en formacidn, profesores en servicio y con estudiantes universitarios; son escasos
aquellos que exploran el quehacer de los estudiantes del preuniversitario.

Eli at al. (2011, 2013) y Businskas (2008) sugieren que es importante crear secuencias
centradas en las interrelaciones entre distintos topicos dentro de las matematicas, ademas del
desarrollo de planes de estudio que incluyan a las conexiones matematicas como un objetivo
explicito y establezcan con claridad como evaluar tales conexiones matematicas. Hoy dia, ya
hay esfuerzos en ese sentido, puesto que la capacidad de hacer conexiones matematicas es
una meta comun de los curriculos escolares de matematicas en muchos paises. Entre ellos:
Sudafrica (Mwakapenda, 2008), Turquia (Ozgen, 2013a), Israel (Leikin & Levav-Waynberg,
2007), México (DGB, 2013a, 2013b), Australia (Saywer, 2008; Marshman, 2014) y Estados
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Unidos (NCTM, 2014), solo por citar algunos. Sin embargo, la literatura indica que es un
tema de investigacion vigente, en particular en el campo del Célculo.

La importancia de hacer conexiones matematicas en el aula de clases favorece que las
Matematicas sean vistas como un campo integrado (Evitts, 2004; Mwakapenda, 2008; Jaijan
& Loipha, 2012). Para lograr ese proposito, en el contexto mexicano se plantea que la
Educacion Media Superior “debe dejar de lado la memorizacion sin sentido de temas
desarticulados y la adquisicién de habilidades relativamente mecanicas (DGB, 2013a, 2013b,
p. 6)”. En oposicion a ello, busca que el estudiante articule conocimientos de diversas
disciplinas e identifique sus relaciones. Si esto se consigue, los estudiantes logrardn mejorar
su compresion matematica (Mhlolo, 2012; Eli, Mohr-Schroeder y Lee, 2011) y, ademas,
estaran en mejores posibilidades para resolver problemas de aplicacién. En ese sentido, Jones

(2015) sugiere que es importante desarrollar la comprensién matematica en situacion escolar.

1.2.1 Las conexiones matematicas y las creencias asociadas al uso de las conexiones
matematicas
Desde que la National Council of Teachers of Mathematics incorpor6 a las conexiones
matematicas como un estandar en el curriculum norteamericano (NCTM, 1991), surgieron
investigaciones que las exploran en distintos niveles educativos. En ese sentido, la literatura
que estudia conexiones matematicas puede ser dividida en tres grupos: a) la centrada en los
alumnos (Yoon et al., 2010; Haciomeroglu, Aspinwall & Presmeg, 2009; Haciomeroglu,
Aspinwall & Presmeg, 2010; Lockwood, 2011; Jaijan & Loipha, 2012; Soltani et al., 2013;
Ozgen, 2013b; Dawkins & Mendoza, 2014; Hong & Thomas, 2015), b) la centrada en los
profesores o futuros profesores (Mhlolo et al., 2012; Ji-Eun, 2012; Eli, Mohr-Schroeder &
Lee, 2011, 2013; Ozgen, 2013a; Moon et al., 2013; Karakog¢ & Alacaci, 2015) y, finalmente
c) la que presenta una propuesta de ensefianza que articulen los conceptos de derivada e
integral en situacion escolar (Kouropatov & Dreyfus, 2013, 2014; Ponce-Campuzano, 2013;
Ponce-Campuzano & Maldonado-Aguilar, 2014).

Esta revision indica que, las conexiones matematicas que los estudiantes hacen pueden
estar limitadas por que normalmente ven temas matematicos como independientes y
raramente ven que lo que han aprendido en un dominio podria ser aplicado en la comprension
de otros dominios (Evitts, 2004; Mwakapenda, 2008; Jaijan & Loipha, 2012), ademas de que
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en situacion escolar se privilegia un aprendizaje memoristico y procedimental (Glass, 2002).
En ese sentido, entre las conexiones matematicas que un experto podria esperar y las que los
estudiantes realmente hacen podria existir diferencia, puesto que los estudiantes al resolver
problemas suelen hacer conexiones matematicas inesperadas (Lockwood, 2011). Resultados
similares se presentan en futuros profesores, como Ozgen (2013a) reporta; sus habilidades
para hacer conexiones matematicas entre dominios matematicos, asi como con otras
disciplinas y con el mundo real estan a un nivel bajo; esto desencadena en limitaciones para
resolver problemas.

Yoon et al. (2010) centran su interés en dos aspectos clave de las conexiones
matematicas: el uso de representaciones y el modelado de situaciones no matematicas. Yoon
et al. (2010) reporta que los alumnos universitarios al determinar el valor de la antiderivada
matematizan la situacion para desarrollar un modelo matematico, y tratan de aplicar sus
conocimientos previos de integracion; sin embargo, sus conocimientos sobre la integracion
estaban estrechamente vinculado al contexto de la velocidad, que impedia el trabajo en otro
contexto, ademas de sus limitaciones asociadas al uso de la integracion. Por tanto, Yoon et
al. (2010), ademas de Dawkins & Mendoza (2014) sugieren que es importante desarrollar en
los estudiantes la habilidad de modelar situaciones no matematicas.

Por otra parte, bien los estudiantes perciben el proceso de conectar las matematicas con
la vida real como importantes, también reconocen que en el aula de clases no se ha
implementado suficientemente (Baki, Catlioglu, Costu & Birgin, 2009; Soltani et al., 2013).
En ese sentido, sus opiniones respecto de aquellas areas en las que podrian utilizar las
matematicas o los conceptos matematicos en el mundo real son limitadas; estos los conduce
a creer que las matematicas y el mundo real estan parcialmente conectados (Ozgen, 2013b).
De esta manera, los estudiantes experimentan dificultades para conectar diversas ideas
matematicas y utilizarlas de manera coherente en la resolucién de problemas (Bajracharya,
2014).

Sin embargo, esto no es propio de los estudiantes, puesto que, si bien los profesores y
expertos creen que hacer conexiones matematicas con el mundo real puede contribuir a
mejorar el desempefio general y los logros de los estudiantes en Matematicas, asi como a
desarrollar el conocimiento de carreras futuras (Karakog & Alacaci, 2015), también tienen

dificultades para ensefiar de esa manera (Leikin & Levav-Waynberg, 2007). Asimismo, hay
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discrepancias en los profesores entre sus creencias y la forma en que ellos plantean o evallan
problemas con historia que incluyen hacer conexiones matematicas con la vida real en
situacion escolar (Ji-Eun, 2012). En ese sentido, si los maestros no reconocen las diversas
maneras en que la matematica esta incrustada en la vida real, compromete las oportunidades
que puedan ofrecer a los alumnos para hacer conexiones matematicas (Garii & Okumu, 2008;
Mhlolo et al., 2012).

Ji-Eun (2012) sugieren que es necesario proporcionar a los futuros profesores la
oportunidad de reflexionar sobre sus creencias acerca del papel de las conexiones
matematicas con la vida real en el aula de clases. Asi, como modificar libros de texto y planes
de estudios en términos de desarrollo de las matematicas y las necesidades de los estudiantes
asociados a la vida real (Soltani et al., 2013). Por su parte, Leikin & Levav-Waynberg (2007)
sugieren que, en el contexto de la resolucion de problemas, encontrar diversas vias para llegar

a la solucion permite el desarrollo de habilidades para hacer conexiones matematicas.

1.2.2 Las conexiones matematicas entre los registros de representaciones
La investigacion muestra que la ensefianza con multiples representaciones conduce a una
mejor comprension de los conceptos (Hiebert & Carpenter, 1992), ademas de que juegan un
papel muy importante en la resolucién de problemas (Ahluwalia, 2011); sin embargo, Hong
& Thomas (2015) y Dawkins & Mendoza (2014) resaltan que, incluso, los estudiantes
destacados tienen predileccion por las técnicas algebraicas al resolver problemas o al
completar tareas gréficas. De hecho, el uso de técnicas algebraicas se manifiesta incluso
cuando son inapropiadas hasta en estudiantes con mejor rendimiento escolar lo que limita su
comprension al resolver problemas o en su habilidad para transitar con fluidez entre los
registros de representacion (Dawkins & Mendoza, 2014). Posiblemente, esto también motive
a los estudiantes a construir diferentes e idiosincrasicas imagenes y representaciones al
trabajar la derivacion a través de las representaciones gréficas, lo que conduce a diferentes
comprensiones de las gréaficas de funciones derivadas (Haciomeroglu et al., 2010).
Haciomeroglu et al. (2009) al examinar los procesos cognitivos de estudiantes de
Calculo al proporcionarle la grafica de la derivada de una funcién y pedirles que esbozaran
la gréfica de la antiderivada, reportan que estos no establecen una relacion reversible (doble
sentido) al interpretar los datos de la grafica derivada o antiderivada. Asimismo, sefialan que,

24



desde su perspectiva, la falta de énfasis en los aspectos analiticos y visuales de estos procesos
reversibles puede ser un impedimento para la comprensién conceptual de los estudiantes,
puesto que como Haciomeroglu et al. (2010) sefialan, la visualizacion desempefia un papel
importante, pero puede ser engafiosa sin apoyo analitico.

Por otra parte, las dificultades manifestadas por los estudiantes para realizar el transito
entre representaciones diferentes también se identifican en los profesores. Estudios como
Mhlolo et al. (2012), Mhlolo (2012), Moon et al. (2013) y Ozgen (2013a) reportan que los
profesores o futuros profesores utilizan representaciones imperfectas o superficiales en la
mayoria de los casos, lo que desencadena en dificultades para hacer conexiones matematicas
entre diferentes representaciones. Esto trae como consecuencia  que, en situacion escolar,
con frecuencia los maestros hagan conexiones matematicas, pero la mayoria de ellas sean
superficiales y no requieran ninguna accion o pensamiento por parte de los estudiantes
(Gainsburg (2008). Estas limitaciones se agravan en el contexto de la resolucion de
problemas (Ozgen, 2013a).

En ese sentido, Moon et al. (2013) sugieren que la formacién del profesorado de
matematicas necesita mas atencion en cuanto al uso de las conexiones entre las
representaciones y el desarrollo de grandes ideas. En cambio, Ponce-Campuzano (2013)
plantea que el uso de la tecnologia favorece la visualizacion para tratar la conexion entre la
derivada y la integral en situacion escolar, como también lo reconocen Bajracharya (2014) y
Hong & Thomas (2015).

1.2.3 El Teorema Fundamental del Célculo

EL TFC es esencial en el desarrollo del Célculo (Carlson, Persson & Smith, 2003) y
matematicamente, establece la conexion matematica entre la derivada y la integral. Sin
embargo, dado su complejidad tedrica, los estudiantes al transitar al nivel superior en el
campo de la modelizacion matematica y las aplicaciones presentan dificultades como: falta
de conocimiento (teoria matematica y temas de otras disciplinas), dificultades en la
formulacién e interpretacion de problemas matematicos, asi como en los procesos de
comprension, uso de representaciones, entre otras (Thomas et al., 2015). En ese sentido, los
estudiantes tienen dificultades para responder preguntas relacionadas con el TFC (Radmehr
& Drake, 2017), ademas de dificultades para vincular ideas de diferentes contextos (Rdsken
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& Rolka, 2007). Resultados similares se reportan en Bajracharya (2014) tanto en la
comprension del TFC como su aplicacion en la resolucion de problemas de Matemaéticas y
Fisica. Asimismo, los estudiantes universitarios logran trabajar con éxito integrales comunes,
como la identificacion de una primitiva y el célculo de areas, pero usualmente fallan en las
cuestiones no rutinarias que requieren un moderado nivel de comprension conceptual
(Kouropatov & Dreyfus, 2013).

Para algunos autores el concepto de acumulacion es central en la idea de integracion y,
por lo tanto, esta en el centro de la comprension de muchas ideas y aplicaciones en Célculo
(Thompson, 1994; Thompson & Silverman, 2007, 2008; Kouropatov & Dreyfus, 2013, 2014;
Jones, 2015). Thompson (1994) afiade que los conceptos de tasa de cambio y cambio
infinitesimal son fundamentales para entender el TFC, mientras que Kouropatov & Dreyfus
(2013, 2014) plantean que la acumulacion y su tasa de cambio son dos caras de la misma
moneda. Segin Thompson (1994) y Carlson et al. (2003) un énfasis en la covariacion puede
ayudar al desarrollo de la comprension del estudiante de la acumulacién y su relacion con el
TFC. Por su parte, Thompson & Dreyfus (2016) proponen la re-conceptualizacion de la idea
de diferencial, introduciéndola antes de la derivada en el contexto de la tasa de cambio
constante en la variacion lineal para apoyar a los estudiantes en la comprension de la
conexion entre la derivada y la integral a través del TFC.

Sealey (2006) y Sealey (2014) plantean que la concepcidn de la integral definida como
el area bajo una curva es Util en la resolucién de problemas s6lo cuando hay una comprensién
mas profunda de la estructura detréas esta, es decir, de la idea de integral definida como
acumulacion. En ese sentido, Thompson & Silverman (2007, 2008) sefialan que la mayoria
de los estudiantes no reconocen la suma de Riemann como encapsulacion de un proceso de
acumulacién y asume que, la principal fuente de sus dificultades con las funciones de
acumulacidn es que rara vez se les ensefia con la intencion de que realmente lo entiendan.
Mientras que para Haddad (2013), la ineficacia del conocimiento de los estudiantes esta
vinculada a una confusién para distinguir nociones como area, antiderivada e integral, por
ejemplo, terminan tratando la integral y el area como sindnimos.

En términos coincidentes, Jones (2015) reconoce que las conceptualizaciones de los
estudiantes sobre la integral definida, estan relacionadas con tres interpretaciones comunes:

(@) como el area bajo una curva, (b) como los valores de una antiderivada, y (c) como limite
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de sumas de Riemann (idea de acumulacién). En ese sentido, refiere que conceptualizaciones
como el area bajo una curva y el valor de una antiderivada, limitan a los estudiantes en sus
habilidades para darle sentido a las integrales contextualizadas, mientras que la suma de
Riemann basado en la idea de acumulacion es practico y util para darle sentido a una variedad
de aplicaciones, por ejemplo, en contextos multivariantes y fisicos (Jones, 2013).
Finalmente, Garner & Garner (2001) puntualizan que las reformas actuales de Calculo
proponen un mayor énfasis en la comprension conceptual y en la aplicacion practica, por
encima de la memorizacion y lo procedimental. Sin embargo, ese cambio parece obstaculizar
en los estudiantes que trabajan bajo esta reforma comprender la conexion matemaética
existente entre la derivada y la integral, en oposicion a los que reciben una formacion

tradicional, quienes parecen tener una idea mas clara de esa conexion.

1.2.4 Las concepciones alternativas en Célculo

Lograr la comprension conceptual de los contenidos matemaéticos es uno de los objetivos
declarados en la ensefianza del Célculo (Bezuidenhout, 2001), pero la investigacion ha
demostrado que existen conceptos precedentes a la derivada y a la integral que causan
dificultades en los estudiantes, como la razén de cambio, limite, tangente y funcion (Dolores,
Garcia-Garcia & Galvez Pacheco, 2017; Denbel, 2014; Dolores, 2004). Algunas de esas
concepciones son construidas en el preuniversitario (Ozkan & Unal, 2009) que en el nivel
superior se convierten en concepciones inconsistentes desde el punto de vista de las
Matematicas. Incluso, en el nivel universitario para gran namero de estudiantes de Calculo
sus conocimientos y comprension sobre limite, continuidad y diferenciacion descansan en
gran medida sobre hechos y procedimientos aislados, con una comprension conceptual
deficiente de las relaciones entre estos conceptos (Bezuidenhout, 2001).

Muzangwa & Chifamba (2012) reconocen que un conocimiento superficial de los
conceptos de Célculo afectara la comprension en un gran nimero de disciplinas donde se
aplican estos conocimientos y en las Matematicas mismas, ademéas de que propiciarian la
aparicion y persistencia de concepciones erroneas 0 concepciones alternativas en los
estudiantes. Entre los contenidos que pueden provocar concepciones alternativas, se
encuentran precisamente la derivacion y la integracion como lo reconocen Kaplan, Ozturk &

Ocal (2015), por lo que es importante detectar esas concepciones en los estudiantes para
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encontrar su origen o las razones que provocan su emergencia. De acuerdo a Confrey (1990),
los estudios centrados en las preconcepciones argumentan que, para entender lo que los
estudiantes aprenderan, primero se debe determinar lo que actualmente creen. Esto es asi,
porque los estudiantes conectan nuevas ideas con las ideas existentes y que el conocimiento
existente sirve como filtro y catalizador para la adquisicién de nuevas ideas.

En este sentido, Chhabra & Baveja (2012) argumentan que es importante explorar el
pensamiento de los estudiantes para identificar qué comprenden, dado que sus propias
concepciones juegan un rol importante en su proceso de aprendizaje, el cual pueden
obstaculizar en algin momento (Lucariello, Tine & Ganley, 2014). Por ello, la investigacion
sobre las concepciones de los estudiantes, asi como sus funciones en el aprendizaje se ha
convertido en uno de los dominios mas importantes en la educacién (Duit & Treagust, 2003).
Por el papel que juegan en el aprendizaje, la concepcidn que tenga un estudiante pueda
desencadenar en concepciones alternativas cuando éste intenta aprender un nuevo concepto
porque este puede ser inconsistente con sus concepciones previas. Ello justificaria en parte
que, algunas concepciones alternativas sean resistentes al cambio e incluso se mantengan
después de una instruccion cuidadosa (Denbel, 2014; Bostan, 2016; Chi, Roscoe, Slotta, Roy
& Chase 2012). También suelen ser persistentes a traves de las edades y los niveles de
escolaridad (Thijs & Berg, 1995).

Por otra parte, las concepciones alternativas pueden presentar algunos retos para la
ensefianza y el aprendizaje porque dan a los estudiantes una falsa sensacién de saber
(Chhabra & Baveja, 2012). Esto es asi, porque las actividades de aprendizaje de los
estudiantes estan influenciadas por sus creencias y comprension de la naturaleza del saber y
del aprendizaje (Greeno, Collins & Resnick, 1996). En ese sentido, sus concepciones que
pueden estar profundamente arraigadas, en ocasiones, no estan en armonia con las opiniones
de la ciencia o estan incluso en marcado contraste con ellas (Duit & Treagust, 2003). Por
tanto, esas concepciones alternativas resultan obstinadas para los estudiantes porque resultan
viables, utiles o funcionales en otros dominios o contextos (Fujii, 2014). Esto afecta la
capacidad de los estudiantes para recordar, razonar y adquirir nuevos conocimientos
(Libarkin, 2001). Como Libarkin (2001) sefiala, las concepciones alternativas también

provocan que en algunos casos los estudiantes memoricen hechos, procedimientos y
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conceptos sélo para aprobar un examen, pero como lo declaran Duit & Treagust (2003), los
estudiantes pueden volver a sus concepciones alternativas en otros contextos.

La importancia entonces de estudiar a las concepciones alternativas en los estudiantes
radica en que comprender su naturaleza es un primer paso importante en el desarrollo de
enfoques pedagogicos planificados que pueden proporcionar a los estudiantes la oportunidad
de lograr la compresion conceptual (Bezuidenhout & Olivier, 2000; Bezuidenhout, 2001;
Chow. 2011; Denbel, 2014). Estudiar las concepciones alternativas también permite
identificar patrones de error y analizar las posibles razones que las originan (An & Wu, 2012)
o su relacién con los nuevos conceptos matematicos a ensefiar (Fujii, 2014). Estudiar tanto a
la derivada como a la integral es importante como lo sugiere Serhan (2015), ademas porque
las concepciones alternativas asociadas a ellas pueden convertirse en obstaculo para la
construccién y comprension de conceptos futuros (Dolores et al., 2017).

La literatura apunta que hay investigaciones que estudian concepciones alternativas de
estudiantes y profesores en distintos dominios, por ejemplo, en Fisica (Chhabra & Baveja,
2012; Narjaikaewa, 2013: Mulhall & Gunstone, 2012), Aritmética (An & Wu, 2012;
Kennedy, 2015), Algebra (Chow, 2011; Lucariello et al., 2014) y en Calculo (Bezuidenhout
& Olivier, 2000; Bezuidenhout, 2001; Dolores, 2004; Ubuz, 2007; Muzangwa & Chifamba,
2012; Denbel, 2014; Kaplan et al, 2015; Serhan, 2015; Dolores et al., 2017). Estos ultimos
que se centran en Calculo lo hacen para el nivel superior y en temas relacionadas con la
derivada o con la integral, otros se centran o bien en la derivada o bien en la integral, sin
embargo, ninguno de ellos estudia a ambos conceptos en el nivel preuniversitario. Por tanto,
es importante centrarse en este nivel, ademas de que las concepciones alternativas
obstaculizan que los estudiantes logren establecer algunas conexiones matematicas que son

utiles para lograr la comprension matematica de conceptos matematicos mas avanzados.

1.3 Las conexiones matematicas en los programas de Calculo del preuniversitario

El programa de estudio de Célculo diferencial propuesto por la Direccion General de
Bachillerato (DGB, 2013a) como resultado de la Reforma Integral de Educacion Media
Superior (RIEMS) indica las competencias genéricas, disciplinares basicas, disciplinares
extendidas y profesiones que todo bachiller debe desarrollar. Las conexiones matematicas

estan presentes en este programa, cuando se indica “se debe dejar de lado la memorizacion
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sin sentido de temas desarticulados y la adquisicion de habilidades relativamente mecanicas
(DGB, 2013a, 2013b, cp. 6)”. Asimismo, cuando se insiste que:

Cada materia de un plan de estudio mantiene una relacién vertical y horizontal

con el resto, el enfoque por competencias establece este tipo de relaciones al

promover el trabajo disciplinario, en similitud a la forma como se presentan los

hechos reales en la vida cotidiana. (DGB, 20133, p. 8).
En ese sentido, el programa de Calculo diferencial planea en situacion escolar la necesidad
de hacer conexiones extramatematicas que consideren fendmenos de caracter econémico,
administrativo, natural, social, con la agricultura, la ganaderia y con la industria. Es decir,
con situaciones de la vida real. Por su parte, el Célculo Integral también recomienda hacer
conexiones extramatematicas con las ciencias exactas, sociales, naturales y administrativas.
Es decir, entre contenidos matematicos, entre éstos y otras disciplinas y con situaciones de la
vida real. De esta manera, en ambos cursos se promueve el uso de las conexiones entre
contenidos matematicos, entre estos y otras disciplinas, y entre los contenidos matematicos
y la vida cotidiana.

Por otra parte, a partir del programa de Céalculo diferencial (DGB, 2013a) y Calculo
integral (DGB, 2013b) se obtiene que las diversas disciplinas guardan relacion (conexiones
extramatematicas) con sus contenidos (Figura 1).
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Figura 1. Conexiones intramatematicas y extramatematicas propuestas entre el para el
Célculo.
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La figura 1 indica que el Algebra, Geometria plana y trigonometria, Geometria analitica y
Precélculo le aportan al Célculo herramientas para desarrollar procesos algoritmicos y
estudiar las representaciones algebraicas y comportamientos graficos; por su parte la
Ecologia le brinda informacion para realizar el conteo de organismos y para realizar el
calculo de crecimiento exponencial de bacterias y especies; asi como, en modelos ecoldgicos
tales como: el célculo de crecimiento poblacional, Ley de enfriamiento y calentamiento
global del planeta. Es asi, como al menos en el programa de estudio se promueve el desarrollo
de conexiones matematicas.

La relacion entre ambos cursos se declara en el programa de Calculo Integral mediante
la idea de funcion primitiva y la integral definida. Esta Gltima idea esta relacionada con el
Teorema Fundamental del Calculo, aunque no se exponga con esos términos en el plan de

Calculo Integral.

1.4 Las conexiones matematicas en los libros de texto

Se hizo una breve revisién de los libros de texto para identificar como se plantea el uso de
las conexiones matematicas en Calculo (si es que se hace) y que rol juegan en las tareas que
involucran a la derivada y la integral. Para la seleccion de estos libros se siguieron tres
criterios: (1) que sean propuestos en los planes de estudio del preuniversitario para los cursos
de Célculo Diferencial (DGB, 2013a) e Integral (DGB, 2013b); (2) que integren en una sola
obra ambos cursos, es decir, presenten al mismo tiempo el Calculo Diferencial y el Integral;
y (3) sean propuestos por editoriales de reconocido prestigio para el profesorado mexicano.
Siguiendo estos criterios cuatro libros fueron elegidos para ser revisados (Tabla 1), cuyos
principales resultados se presentan enseguida. En Garcia-Garcia & Dolores (2016) se

presentan otros resultados de esta revision.

Tabla 1. Libros de Calculo revisados.

AUTOR(ES) Y ANO TITULO DEL LIBRO PAIS Y EDITORIAL
Contreras, Martinez, Lugo & Caélculo diferencial e integral. Meéxico: Santillana.
Montes (2009).
Mora & Del Rio (2009). Calculo diferencial e integral. Meéxico: Santillana.

Ciencias sociales y econdmico
administrativas.

Stewart (2010). Célculo de una variable: México: CENGAGE Learning.
Conceptos y Contextos.

Larson, Edwards & Hostetler Caélculo diferencial e integral. Meéxico: McGraw-Hill.

(2002).

31



En los cuatros libros se promueve el uso de representaciones diferentes en el sentido de
Businskas (2008), pero en Mora & Del Rio (2009) y en Larson et al. (2002), tanto para la
derivada como para la integral se propone principalmente el transito entre la representacion
algebraica a la grafica. Mientras que en Contreras et al. (2008) también se utiliza la
representacion tabular y el lenguaje escrito (problemas de aplicacién), similares
representaciones se presentan en Stewart (2010).

La generalizacion se manifiesta mediante férmulas de derivacion e integracion, asi
como la presentacion de algunos teoremas que se utilizan como procedimiento para presentar
algunos célculos tanto para la derivada como para la integral en los cuatro libros. En Mora
& Del Rio (2009 para obtener la derivada de algunas funciones utilizan como procedimiento
la definicion formal de derivada y a la representacion grafica para favorecer la comprension
cuando las funciones son derivables o no, mientras que para la integral (definida) utilizan la
representacion grafica mediante suma de areas de rectdngulos o de triangulos (idea de
acumulacion) y el TFC, mientras que para la indefinida se utiliza la idea de antiderivada
(primitivas) presentada en tablas. Similares procedimientos se utilizan en Stewart (2010).

Mientras que en Contreras et al. (2008) se utiliza en algunas ocasiones la representacion
tabular como procedimiento para obtener la representacion gréfica, que a su vez es utilizada
para trazar rectangulos inscritos y circunscritos cuando se calcula la suma de Riemann, sin
embargo, para la idea de antiderivada, la grafica de f’ se utiliza como procedimiento para
realizar un analisis y obtener el grafico correspondiente de f. Finalmente, en Larson et al.
(2002) previo al uso de férmulas para obtener derivadas se utiliza la definicion formal de
derivada como procedimiento, mientras que, para la integral primero se usa la idea de
antiderivada y posteriormente, las férmulas de integracién. Para la integral definida, recurren
a cuatro procedimientos diferentes: la suma de Riemann utilizando la idea de acumulacion,
la regla trapezoidal, la regla de Simpson y el uso del TFC.

En los cuatro libros también recibe tratamiento la conexion matematica entre la
derivada y la integral en distintos momentos utilizando la idea de antiderivada y al TFC.
Stewart (2010) y Contreras et al. (2008) buscan fortalecer esa relacion utilizando también
representaciones gréaficas, es decir, a partir de la grafica de f’ se construye la grafica de f'y

viceversa (Figura 2).
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Figura 2. Conexién matematica entre la derivada y la integral en el registro grafico

propuesto por Contreras et al. (2008).

Asimismo, Larson et al. (2002) y Contreras et al. (2008) extiende esa conexién matematica
al campo de la resolucion de problemas y trabajan la conexion matematica entre la derivada
y la integral utilizando conceptos como posicion y velocidad, es decir, recurriendo a los
problemas fisicos que les dieron origen a ambos conceptos. Larson et al. (2002) también
incorpora el calculo de la aceleracion a partir de la velocidad que Ileva un objeto, pero ademas
destaca la conexién matematica entre ambos conceptos utilizando también su significado

como pendiente de una curva y como area bajo la curva (Figura 3).

= A . 3
Feadicnte = -A—"N e~ : Arca =ayArx Ares = Ayax.
1) Dervacito b) lategracién definida
La derivacion v L integracién definida tienen una reladén ‘inversa”,

Figura 3. Representacion grafica de la reversibilidad entre la pendlente y el area bajo una
curva.

Finalmente, en los cuatros libros se promueve la conexion matematica entre contenidos

matematicos, entre estos con otras disciplinas o con problemas planteados en diversos
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contextos (basicamente problemas de aplicacion). Por ejemplo, por la orientacion del libro
de Mora y Del Rio (2009) el énfasis se pone en la fisica (en problemas planteados para el
alumno como ejercicios), biologia y en las areas econdmico-administrativas, mientras que
Stewart (2010) y Larson et al. (2002) recurren a una mayor variedad de contextos. Por
ejemplo, contextos de la quimica, biologia, economia, entre otras (Stewart, 2010), la distancia
recorrida por un pez, la recorrida por una sonda espacial, un deportista y la equivalencia de
la energia cinética en términos de velocidad (Contreras et al., 2009), hidraulica, mecéanica,

economia, acustica, entre otros (Larson et al., 2002).

1.5 Justificacion del estudio
A partir de la revision presentada previamente se puede argumentar que detectar las
conexiones matematicas y las concepciones alternativas que estudiantes del preuniversitario
tienen sobre la derivada y la integral es pertinente por las siguientes razones:
= La literatura que estudia conexiones matematicas indica una desatencién al campo
del Célculo y al nivel preuniversitario. La importancia de centrarse en este nivel
reside en que es aqui donde los estudiantes tienen el primer contacto con la derivada
y la integral que son formalizadas en el nivel superior, ademas de aqui perfilan su
formacion universitaria.
= Las conexiones matematicas son un tema vigente dentro de la investigacion en
Matematica Educativa que ha utilizado una variedad de marcos tedricos y
metodoldgicos. Sin embargo, hace falta obtener méas datos que permitan proponer un
marco para caracterizar a las conexiones matematicas en el campo del Calculo.
= Las conexiones matematicas son una demanda de la curricula de diversos paises, entre
ellos México. En particular en el programa de Célculo del preuniversitario.
= Los libros de texto de Calculo promueven el uso de conexiones matematicas, pero se
desconoce como es promovido el uso de ellas en situacion escolar por los profesores
y qué conexiones utilizan los estudiantes del preuniversitario al resolver tareas
especificas.
= Las concepciones alternativas pueden obstaculizar la comprension matematica, en
cambio, las conexiones matematicas son fundamentales para lograr esta comprension.
Razon por la cual estudiar tanto a las conexiones matematicas como a las

concepciones alternativas puede brindar informacion importante para la investigacion
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respecto del papel que juegan en el aprendizaje del estudiante.

Investigar las conexiones matematicas y las concepciones alternativas sobre la
derivada y la integral en estudiantes preuniversitarios permitird tener un panorama
sobre el nivel de comprension que pueden lograr estos en relacion con ambos temas
de Célculo.

Conocer como se relacionan las conexiones matematicas entre si y cdmo esto
contribuye a la comprension del TFC, o bien, como las concepciones alternativas
persistentes en distintos niveles educativas obstaculizan esta comprension.

Estudiar conjuntamente a las conexiones matematicas y a las concepciones
alternativas permitird conocer dos caras de una misma moneda que provoca el sistema

de creencias atribuido a cada estudiante.
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Capitulo 2

Marco conceptual

2.1 La relacién entre las creencias, las conexiones matematicas y la comprension
matematica

La presente investigacion identifica y caracteriza a las conexiones matemaéticas que
estudiantes del preuniversitario hacen al resolver tareas de Calculo que involucran a la
derivada y a la integral, ademas de describir las concepciones alternativas que se detectan en
estos mismos estudiantes al resolver esas tareas. El sustento tedrico del trabajo por lo tanto
es la acepcién de conexiones matematicas y concepciones alternativas, ambos fuertemente
relacionados con la idea de comprension y con el constructo creencias. De esta forma, estos
constructos tedricos en su conjunto, permiten interpretar los resultados, ademas de servir de
guia para el disefio de la investigacion. Estos elementos tedricos seran abordados brevemente
destacando la relacion entre ellos a partir de la literatura especializada en Matematica
Educativa.

2.1.1 Creencias y comprension matematica
A partir de las experiencias y las percepciones que percibe una persona del mundo que le
rodea, saca sus conclusiones sobre diferentes fenomenos y su naturaleza que constituiran

parte de su conocimiento personal, es decir, de sus creencias (Pehkonen, 1994). Coincidente
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con esta postura, Philipp (2007) sefiala que el conocimiento se constituye por las "creencias
sostenidas con certeza o justificadas como creencias verdaderas" (p. 259). En ese sentido, “lo
que es conocimiento para una persona puede ser creencia para otra” (Philipp, 2007, p. 259).

Para Drageset (2010) las creencias estan estrechamente relacionadas con el
conocimiento, de hecho, no so6lo estan conectados, sino que se fortalecen mutuamente. Por
ello, distinguir el conocimiento de las creencias es una tarea dificil, pues estan
inextricablemente entrelazados (Pajares, 1992). En ocasiones, las personas pueden ser
inconscientes de sus creencias y, en otras pueden esconderlas del escrutinio externo, porque
en su opinidn no satisfacen las expectativas de alguien méas (Furinghetti & Pehkonen, 2002).
Por lo tanto, se coincide con Schldglmann (2005) cuando sugiere que, es necesario hacer
conscientes al estudiante de la importancia de sus propias creencias.

Los autores anteriores plantean la existencia de una fuerte relacion entre creencias y
conocimiento. Para Furinghetti & Pehkonen (2002) hay dos tipos de conocimiento: objetivo
y subjetivo. EI primero estd referido a la estructura generalmente aceptada de las
matematicas, mientras que el subjetivo es aquél que posee el individuo, ya que se basa en sus
experiencias personales y su comprension. De esta forma, Furinghetti & Pehkonen asumen
que las creencias son parte del conocimiento subjetivo de un individuo. Estan relacionadas
con el contexto en el que se desenvuelve el sujeto. Con esas consideraciones, Pehkonen &
Pietila (2003) asumen que las creencias de un individuo se entienden como su conocimiento
subjetivo, basado en la experiencia, a menudo implicito, y en las emociones.

Por su parte, Amirali (2010) considera que las creencias y las concepciones de un
individuo estan fuertemente relacionadas, pues asumen que, las concepciones son creencias
cognitivas y afectivas conscientes e inconscientes, significado personal, imagenes mentales
y preferencias construidas a partir de experiencias dentro y fuera de la escolarizacion. En ese
sentido, cuando los estudiantes entran a la instruccion formal, lo hacen provistos de
concepciones y creencias producto de su relacion con el contexto que les rodea (Confrey,
1990), que resultan fundamentales para el aprendizaje posterior en las lecciones formales
porque hay interaccion entre el nuevo conocimiento que los estudiantes encuentran en la
clase y su conocimiento existente (Chow, 2011).

En el plano matematico y en situacion escolar, Kastberg (2002) sefiala que, cuando un

concepto se presenta a un estudiante, éste intenta darle sentido utilizando sus conocimientos
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previos y de los recursos disponibles, es decir de sus creencias. Esos intentos por darle sentido
a sus resultados se constituyen en una coleccidn de creencias que tiene sobre el concepto
matematico en cuestion. Estas se incorporaran a su sistema de creencias (Pehkonen, 1994).
De esta manera, las creencias formaran parte de un sistema de creencias o clusters
(estructura), ya que, como sefiala Green (1971), "nadie tiene una creencia en la independencia
total de todas las demas creencias. Las creencias siempre ocurren en conjuntos o grupos” (p.
41).

Para efectos de este trabajo se asume que una creencia es “el juicio de un individuo
sobre la verdad o la falsedad de una proposicion” (Pajares, 1992, p. 316) que han sido
formadas tanto por experiencias escolares como extraescolares. Asimismo, se acepta que las
creencias estan fuertemente relacionadas con la comprension tal como lo sugiere Kastberg
(2002). En ese sentido, es pertinente aceptar que las creencias tienen cierto grado de
estabilidad, pero que en determinado momento pueden estar abiertas al cambio (Furinghetti
& Pehkonen, 2002).

Dado que las creencias estan mas asociadas al domino cognitivo (Sierpinska, 1994;
Philipp, 2007; Drageset, 2010) igual que la comprension matematica (Hiebert & Carpenter,
1992; Dreyfus, 2002), entonces un estudiante podria externarlas (Kastberg, 2002). Al igual
que las creencias, la comprension puede cambiar, pero también puede llegar a ser mas o
menos consistente con el punto de vista matematico estandar del concepto. La comprension
implica una secuencia de procesos que siempre utiliza el sistema de creencias previo (Maier
& Steinbring, 1998; Kastberg, 2002); sobre esta base se produce nuevo conocimiento. De
esta forma, la comprension es un proceso individual y auténomo de construccién de
significado y conocimiento (Maier & Steinbring, 1998), por lo que se alcanza a un nivel
diferente en cada estudiante.

Si bien es cierto que la comprension matematica es una construccion individual,
Schléglmann (2005) destaca el papel que juega el profesor y la interaccion de un estudiante
con sus pares, es decir, afiade un componente social. Esta investigacion se adhiere a esta
postura en el sentido de que se acepta que:

si bien la comprension es el resultado del proceso autonomo de un alumno, este

proceso es en la mayoria de los casos interactivo, y es estimulado por las
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actividades del profesor, asi como por los comentarios de otros alumnos de la

clase (Schléglmann, 2005, p. 446).
Finalmente, para Kastberg (2002) la comprensién de un estudiante sobre un concepto
matematico es su coleccion de creencias privadas sobre el concepto, de tal forma que, cuando
sobre la base de un andlisis de la evidencia disponible, el sistema de creencias atribuido al
estudiante es consistente con las creencias aceptadas culturalmente sobre el concepto,
entonces se puede decir que un estudiante comprende un concepto matematico (Kastberg,
2002). Son las creencias de los estudiantes sobre las matematicas y las creencias especificas
acerca de los conceptos las que rigen su aprendizaje y forman su comprension de los

conceptos. Este trabajo se adhiere a esta postura sobre el constructo comprensién matematica.

2.1.1.1 Sistema de creencias

Cuando un individuo adopta una nueva creencia, automéaticamente formara parte de la
estructura mas amplia de su conocimiento personal, es decir, de su sistema de creencias
(Pehkonen, 1994). De esta forma, las creencias formaran parte de un sistema de creencias o
estructura de clusters (grupos), como lo reconoce Green (1971). Esta estructura permite a los
individuos incluso mantener creencias en conflicto dentro de su propio sistema de creencias.
Asimismo, es probable que se desarrollen clusters distintos cuando las creencias surgen en
contextos independientes (Green, 1971).

Green describe al sistema de creencias como una estructura tales que algunas son
primarias y otras derivadas. Para Green (1971) cuando a un individuo se les pregunta su razon
para creer una proposicién particular, éste normalmente respondera con otra declaracion de
creencia; este proceso puede repetirse hasta que finalmente llegue a una creencia para la cual
no tenga mas justificacion, es decir, no pueda recurrir a otra creencia para justificarla. Esta
ultima creencia, para la cual ya no tiene justificacion, es una creencia primaria de la cual se
derivan otras en cadena. En ese sentido, la postura de Drageset (2010) es consistente con la
de Green al aceptar que “las creencias derivadas son las creencias que se basan en otras
creencias” (p. 32).

Drageset (2010) sefiala que, en un sistema de creencias, algunas creencias se mantienen
mas fuerte que otras. En ese sentido, algunas son centrales y otras periféricas. Green sefiala

que las creencias mas fuertemente sostenidas son centrales, es decir, son resistentes al
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cuestionamiento y al cambio. En oposicion a ello, aquellas creencias sostenidas con menos
fuerza son las periféricas, por tanto, “estan mas abiertas a la discusion, al examen y al
cambio” (Drageset, 2010, p. 32). Por su parte, Pajares (1992) define la centralidad en
términos del grado de conexidn de una creencia con otras. Sugiere que mayores conexiones
definen una mayor centralidad. No obstante, la centralidad relativa de las creencias varia con
el contexto (Green, 1971).

2.1.2 Comprension matematica y conexiones matematicas

Para los propdsitos de la presente investigacion se asume que las conexiones matematicas
forman la columna vertebral de la comprension matematica (Stekete & Scher, 2016). La
comprension esta determinada por la capacidad del estudiante para hacer conexiones
matematicas (Hiebert & Carpenter, 1992; Good, MacCaslin & Reys, 1992; Silver, Mesa,
Morris, Star & Benken, 2009) o en las palabras de Noss, Healy & Hoyles (1997) las
conexiones matematicas promueven el desarrollo del conocimiento y la construccién de la
comprension. En ese sentido, para examinar la comprensién de alguien sobre un concepto
matematico, las conexiones matematicas que realice, ademas de la fuerza de ellas para la
representacion interna del individuo es un buen indicador (Boaler, 2002; Berry & Nyman,
2003; Patterson & Norwood, 2004; Barmby, Harries, Higgins & Suggate, 2009).

Para Hiebert & Carpenter (1992) la comprension matematica es como una red interna
de las representaciones de las ideas matematicas, los procedimientos y los hechos, en los que
hay dos tipos de conexiones. La primera, se basa en las semejanzas y diferencias entre
diferentes representaciones externas o dentro de una misma forma de representacion y la
segunda, se refiere a las relaciones jerarquicas como las que hay entre casos particulares y
generales. Asi, la mas fuerte conexion que se construye es la comprension matematica que
se logra. Consistente con esta postura, Barmby et al. (2009) sugieren que, la comprension se
desarrolla a través de las conexiones realizadas entre las diferentes representaciones internas,
ademas de ser capaz de razonar sobre ello.

En cambio, Eli et al. (2011) sefiala que, la construccién y la comprension de los
conceptos matematicos, ideas, hechos o procedimientos implica hacer conexiones entre el
conocimiento antiguo y lo nuevo, es decir, requiere de los estudiantes su sistema de creencias

previo. Consistente con esta postura, Mousley (2004) sefiala que hacer conexiones
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matematicas es una actividad importante en el aula para construir la comprension
matematica, ademas de que los significados matematicos derivan de realizar conexiones
matematicas (Noss et al., 1997). Cai & Ding (2015) afiaden que algunas caracteristicas de la
comprension matematica son: es tanto un proceso de comprension (o saber) y un resultado
del acto de entender (a veces llamado "conocimiento™); es al mismo tiempo la realizacion de
conexiones matematicas y un resultado de realizar las conexiones; es un proceso dindmico y
continuo; la comprension puede tener diferentes niveles y diferentes tipos; y el objetivo es
alcanzar una profunda comprension de las matematicas. Estos autores resaltan de manera
directa la relacion entre comprension matematica y conexiones matematicas.

Para efectos de este estudio, se acepta que la comprension matematica pertenece al
dominio cognitivo de una persona tal como lo sefiala Hiebert & Carpenter (1992) y Dreyfus
(2002), sin embargo, se difiere con Hiebert & Carpenter (1992) en el hecho de que hay so6lo
dos tipos de conexiones: entre representaciones y entre relaciones jerarquicas. Asimismo, la
postura que se adopta en esta investigacion es consistente con Cai & Ding (2015) y Hiebert,
Carpenter, Fennema, Fuson, Wearne, et al. (1997) en el sentido de que la comprension puede
cambiar y que puede tener diferentes niveles en los estudiantes.

En este estudio se acepta que la comprensiobn matematica y las conexiones
matematicas estan fuertemente ligadas, de hecho, se asume que sin conexién matematica no
hay comprension y sin comprensidn no hay conexion matematica (Garcia-Garcia & Dolores-
Flores, 2017a). Es decir, un estudiante que tiene cierta comprension sera capaz de hacer
conexiones matematicas entre ideas, conceptos, procedimientos, representaciones vy
significados entre si. Para ello, se apoyara de su sistema de creencias (Garcia-Garcia &
Dolores-Flores, 2017a) o en términos de Latas y Moreira (2013), Mhlolo (2012) y, Eli et al.
(2011) en conocimientos 0 experiencias previas.

Finalmente, se asume que la comprensiébn matematica es un nivel superior de
aprendizaje —meta de la educacion escolar— en comparacion con las conexiones matematicas,
es decir, comprensién matematica y conexion matematica no son sinénimos. Sin embargo,
la habilidad de hacer conexiones matematicas sirve como puente y son fundamentales para
lograr cierta comprension matematica en los estudiantes. Para Hiebert et al. (1997) hay dos

procesos cognitivos que son claves en los esfuerzos de los estudiantes para lograr cierta
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comprension: la reflexion y la comunicacion. Esta investigacion asume que los mismos

procesos son esenciales en el proceso de hacer conexiones matematicas.

2.2 ¢ Qué son las conexiones matematicas?

En la literatura educativa no existe consenso respecto de lo que significa conexion
matematica. Sin embargo, hay esfuerzos que apuntan a su caracterizacion. Asimismo, hay
acuerdos en que hacer conexiones matematicas entre las diferentes ramas de la matematica y
entre éstas con diversas disciplinas y con situaciones de la vida real es una meta
frecuentemente establecida para la educacion matematica (Evitts, 2004; Ozgen, 2013a;
Stekete & Scher, 2016). Esto es asi, porque como Boaler (2002) sefiala, establecer conexiones
matematicas no es algo que los estudiantes necesiten saber, sino que es algo que necesitan
hacer.

Las conexiones matematicas han estado presentes en los estandares de educacion del
mundo; sugiriendo a los profesores permitir a los alumnos reconocer y hacer conexiones entre
ideas matematicas relacionables (Mhlolo, 2012; NTCM, 2014). Por ejemplo, la NCTM
(2000), en sus principios y estandares, establece que los estudiantes hasta el grado 12

deberan:

= Reconocer y usar las conexiones entre las ideas matematicas
=  Comprender como las ideas matematicas se interconectan y se construyen unas sobre otras para
producir un todo coherente;

= Reconocer y aplicar las matematicas en contextos fuera de las matematicas (p. 64)

Por su parte, el curriculum mexicano plantea que la Educacion Media Superior “debe dejar
de lado la memorizacion sin sentido de temas desarticulados y la adquisicion de habilidades
relativamente mecanicas (DGB, 2013a, 2013b, p. 6)”. Es decir, se sugiere desarrollar la
habilidad de hacer conexiones matematicas.

En relacion con la definicion del constructo conexién matematica se encuentran
posturas como: "conexion es una relacion o asociacion causal o ldgica, una interdependencia”
(Brown, 1993, p. 481), las conexiones matematicas implican establecer relaciones entre
distintos objetos matematicos (Godino, Batanero & Font, 2003; Latas & Moreira, 2013), las

conexiones matematicas son como ‘“redes de enlaces que coordinan definiciones,

42



propiedades, técnicas y procedimientos para construir interconceptos®. Dichos enlaces son
vinculos logicos y coherentes entre representaciones” (De Gamboa & Figueiras, 2014, p.
340). Estas posturas resaltan el caracter interrelacional entre los contenidos matematicos,
aunque De Gamboa & Figueiras (2014) se centra mayormente en una tipologia de las
conexiones matematicas, a saber, las representaciones asociadas a los conceptos
matematicos, sus propiedades y los procedimientos que permiten trabajar en y con ellas.
Por su parte, Mousley (2004) a partir de la revision de la literatura distingue tres
interpretaciones mas comunes en la literatura sobre el conocimiento conectado: las
conexiones que los estudiantes hacen entre la nueva informacion y el conocimiento existente;
las conexiones entre diferentes conceptos matematicos y entre representaciones matematicas;
y la conexién bidireccional entre la matematica escolar y los aspectos matematicos de
contextos cotidianos o reales. Eli et al. (2011) es consistente con la postura de Mousley
(2004) cuando sefala que, desde una perspectiva constructivista, una conexion matematica
puede ser vista como un enlace (o puente) en el que se utiliza el conocimiento previo 0 nuevo
para establecer o fortalecer una comprension de la relacion(s) entre dos o mas ideas
matematicas, conceptos, filamentos (strands) o representaciones dentro de una red mental.
En cambio, Singletary (2012) también a partir de la literatura concibe a las conexiones
matematicas: como caracteristica fundamental de las matematicas, es decir, como parte de
una disciplina conectada por naturaleza; como producto de la comprensién y; como parte del
proceso de hacer matematicas. En este Gltimo sentido, Boaler (2002) plantea que el acto de
observar relaciones y establecer conexiones, ya sea entre diferentes representaciones
funcionales o areas matematicas, es un aspecto clave del trabajo matematico, en si mismo.
Asimismo, Businskas (2008) es consistente con la postura de Singletary (2012) pues
considera que, las conexiones matematicas son aquellas relaciones sobre la base de las cuales
esta estructurada la matematica y son independientes del estudiante y, por otro lado, son las
relaciones a través de las cuales los procesos del pensamiento construyen la matematica.
Evitts (2004) es consistente con esta Ultima idea. Plantea que el conocimiento
conectado se puede describir en términos de su construccién personal y significado, la
multiplicidad de vinculos entre los conceptos y procedimientos, y el poder derivado de

conocer las conexiones. Por su parte, Singletary (2012) consistente con Businskas (2008),

'Hace referencia a una red coordinada y coherente de conceptos matematicos.
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también asume que una conexidén matematica es una relacion entre una entidad matematica
y otra entidad matematica 0 no matematica.

La literatura reconoce que se pueden hacer conexiones con el mundo real, con los
conocimientos previos, con los contextos familiares dentro y fuera de la escuela, con diversos
temas matematicos, con otras disciplinas, con el pasado y el futuro (Begg, 2001; Presmeg,
2006), tal como lo establece el curriculo (NTCM, 2014; DGB, 2013a, 2013b). Por tanto, se
pueden vincular los temas matematicos entre si (conexiones intramatematicas), entre estos y
los temas de otras disciplinas o con otros contextos, particularmente en la resolucion de
problemas de aplicacion (conexiones extramateméticas). Este trabajo se adhiere a la
sugerencia hecha por Berry & Nyman (2003) la cual sefiala que los estudiantes necesitan ser
motivados para reflexionar sobre las conexiones matematicas.

Las posturas presentadas previamente son complementarias entre si y ayudan a tener
una visién general en relacion con lo que significa hacer conexiones matematicas. Sin
embargo, dado que este trabajo se enfoca en el quehacer de los estudiantes al resolver tareas
especificas fue necesario elaborar una definicibn mas ad hoc a estos propoésitos y que
incluyera algunas caracteristicas de las conexiones matematicas identificadas en la literatura.
Por tanto, después de un analisis se llegd al consenso de que para este estudio se asume que

las conexiones matematica son:

Un proceso cognitivo mediante el cual una persona relaciona o asocia dos 0 mas ideas, conceptos,
definiciones, teoremas, procedimientos, representaciones y significados entre si, con otras disciplinas o
con la vida real. Las conexiones matematicas emergen cuando los estudiantes resuelven tareas
especificas y pueden ser identificadas en sus producciones escritas o en los argumentos orales o gestuales

que desarrollan (Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 20173, p. 3).

De esta manera, se acepta en este estudio que las conexiones matematicas pueden ser, de

manera general: intramatematicas o extramatematicas. Ademas, relnen las siguientes
particularidades.

= Son relaciones correctas y son Utiles en la mejora de la comprension matematica

(Businskas, 2008), es decir, no todas las relaciones que los estudiantes establecen

se deben considerar como conexion matematica. Su utilidad para la comprension

es determinada por el investigador a partir de lo que dicta el curriculum oficial y

en funcion del soporte que pueden significar para los conocimientos matematicos

mas avanzados donde son requeridas como bases.
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= Las conexiones matematicas son producto del sistema de creencias de los
estudiantes. Por tanto, cada estudiante establecera conexiones a un nivel diferente
(Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2017a). En otras palabras, cuando el estudiante
tiene mejor formado el sistema de creencias asociado a un concepto matematico
y este es consistente con lo que se acepta en Matematicas, entonces seré capaz de
hacer conexiones matematicas. En caso contrario, su sistema de creencias sera
un obstaculo para lograr que haga conexiones matematicas.

= Una respuesta correcta no implica que el estudiante hace una conexion
matematica, pero el uso de conexiones matematicas favorece la emergencia de
respuestas consistentes desde el punto de vista matemético (Garcia-Garcia &
Dolores-Flores, 2017a).

= Una parte importante de hacer conexiones matematicas reside en el uso de
diferentes representaciones (Businskas, 2008; Mhlolo, 2012; Mhlolo et al., 2012;
Ozgen, 2013a; Moon et al., 2013; NTCM, 2014); las representaciones semidticas
se asumen en el sentido de Duval (2006b).

= Las relaciones l6gicas como la inclusién y la generalizacion (Businskas, 2008)
son una tipologia de conexiones matematicas.

» La modelizacién de algun problema no matematico también es una tipologia de
conexiones (Evitts, 2004). Esta conexion se presenta cuando el estudiante,
partiendo de un problema (de aplicacion o del mundo real), construye un modelo
matematico para darle solucion. Una vez que construye el modelo hace uso de
diversos conocimientos (matematicos 0 no) y ejecuta diversas acciones
(algebraicas, gréaficas, etc.) para llegar a una respuesta consistente a la situacién
planteada (Dolores & Garcia-Garcia, 2017). Esta conexion matematica se conoce

como de modelado.

2.2.1 ¢ Por qué es importante hacer conexiones matematicas?

Las conexiones matematicas son importantes porque favorecen la integracion del
conocimiento y la interdisciplinariedad, son utiles para resolver problemas de aplicacién y
problemas no matematicos, ademas de que son fundamentales para lograr la compresion

matematica. En ese sentido, hacer conexiones matematicas es importante porque favorece
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gue las Matematicas sean vistas como un campo integrado y no como una coleccion de partes
separadas, que es como la ven los estudiantes (Evitts, 2004; Mwakapenda, 2008; Jaijan &
Loipha, 2012) y como es frecuentemente presentada cuando es objeto de ensefianza-
aprendizaje. Por tanto, es imprescindible que los profesores faciliten la construccion de
conocimientos conectados en el salon de matematicas (NCTM, 2014), es decir, promover el
trabajo interdisciplinario, en similitud a la forma como se presentan los hechos reales en la
vida cotidiana.

Las conexiones matematicas deben servir como herramientas en la clase de
Matematicas para afrontar diversas tareas. En ese sentido, hacer conexiones matematicas
permitiria identificar y establecer relaciones entre los problemas, en cuanto a lenguaje
matematico y registro de representacion semidtica se refiere, y reconocer los contextos
(conceptual y global) de los problemas, de manera que permita una influencia mutua dando
lugar a respuestas coherentes asociadas a los problemas (Garbin, 2005). Koestler, Felton,
Bieda & Otten (2013) indican que, si los estudiantes pueden hacer esto, estan en mejores
condiciones para desarrollar una comprensién mas rica y profunda del problema, asi como
entender a las matematicas como un conjunto de conocimientos integrados. Para ello, se
requiere que las practicas pedagogicas conciban al conocimiento relevante, relacional y
transferible (Makar, 2015). Asimismo, Presmeg (2006) considera que es importante
relacionar la matematica escolar con realidades experienciales de los alumnos.

Finalmente, si los estudiantes hacen conexiones matematicas en el proceso de
aprendizaje, lograran mejorar su compresion matematica (Mhlolo, 2012; Eli et al., 2011). Por
tanto, en situacion escolar se debe desarrollar en los estudiantes la habilidad de hacer
conexiones matematicas entre contenidos matematicos, con otras disciplinas y con

situaciones de la vida real. Esto se traducira en una mejora del aprendizaje.

2.2.2 Algunos modelos para caracterizar conexiones matematicas

En la literatura educativa no existe un modelo Unico que permita caracterizar a las conexiones
matematica, por ello, en estudio se resumen tres modelos propuestos en la literatura revisada:
el de Businskas (2008), Evitts (2004) y el planteado por Eli et al. (2011). Sin embargo, las
tipologias descritas en esos escritos emergieron en las producciones de profesores en servicio

o futuros profesores, pero es posible que sean extensible a las producciones verbales porque
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una fuente de las conexiones matematicas es precisamente la instruccion formal que se recibe

en el aula de clases.

Businskas (2008) considera una conexion matematica como una verdadera relacion

entre dos ideas matematicas, A 'y B. Al respecto, distingue cinco categorias para estudiarlas.

Estas son:

1.

Representaciones diferentes: puede ser de dos tipos: alternas o equivalentes. A es
una representacion alterna de B cuando ambas estan referidas a dos representaciones
diferentes, tales como: simbdlica-algebraica, grafica-geométrica, pictorica-diagrama,
etc. Por ejemplo, la gréfica de una parabola es una representacion alterna de f(x) =
ax? + bx + ¢ (representacion gréafica-algebraica). Mientras que, A es una
representacion equivalente de B cuando ambas estdn referidas a dos formas
diferentes, pero dentro de la misma representacion. Por ejemplo, la representacion
f(x) = ax? + bx + c esequivalente a f (x) = a(x — p)? + q.

Implicacion: A implica B (es implicado por A), es decir, un concepto conlleva a otro
en una forma logica; tiene la forma si..., entonces. Esta conexion matematica indica
una dependencia de un concepto con otro en forma logica. Por ejemplo, el grado de
una funcion polinomial determina el maximo nimero de ceros posibles.

Relacién parte-todo: Un concepto esta vinculado a otro guardando una relacién de
parte y de todo. Pueden ser de dos tipos: inclusion (A es incluido en B. Por ejemplo,
un vértice es un componente de una parabola y una parabola contiene un vértice) y
de generalizacion (A es una generalizacion de B; B es un caso especifico de A. Por
ejemplo, ax? + bx + ¢ = 0 es una generalizacion de 2x2 — 7x + 3 = 0).

Procedimiento: A es un procedimiento usado cuando se trabaja con un objeto B. Por

Y2—Y1
X2—X1

ejemplo, usar la formulam = para encontrar la pendiente de una recta.

Conexion orientada a la instruccion: se presenta cuando A 'y B son dos conceptos
0 habilidades que deben ser conocidos para entender o aprender C. Segun Businskas,
ésta se manifiesta principalmente en dos formas. En primer lugar, cuando se hace
referencia a la importancia de vincular el nuevo tema con el conocimiento previo. En
segundo lugar, cuando los grupos de conceptos y procedimientos matematicos
conectados entre si se consideran prerrequisitos, habilidades o vocabulario que los

estudiantes deben dominar antes de abordar el nuevo tema.
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En cambio, Evitts (2004) plantea una categorizacion diferente para identificar las
conexiones matematicas. Su modelo, se integra de las siguientes categorias:

1. Conexién de modelado: esta constituye vinculos entre el mundo de las matematicas
y el real (o la vida cotidiana de los estudiantes). Segun Evitts, un enfoque de
modelizacion matemaética plantea situaciones tipicamente mas complejas que, no
necesariamente tienen una estrategia de solucion prescrita y a menudo requieren ideas
matematicas de mas de un area de las Matematicas para ser resueltas.

2. Conexion estructural: se manifiesta, por ejemplo, cuando un estudiante observa que
la suma de un nimero y su opuesto, y el producto de un nimero distinto de cero y su
reciproco son inversos aditivos e inversos multiplicativos, respectivamente, ha
identificado una similitud estructural. De esta forma, la conexion matematica se
manifiesta cuando se reconoce la similitud de dos ideas o construcciones
matematicas.

3. Conexion de representacion: las relaciones matematicas pueden ser representadas
en formas gréficas, numéricas, simbdlicas, pictéricas y verbales. Por ejemplo, un
estudiante podria representar las coordenadas: (2,3), (4, 7) y (8, 15) como tres puntos
distintos en un plano de coordenadas.

4. Conexion procedimental-conceptual: se manifiesta cuando se vinculan conceptos
matematicos con procedimientos, disminuyendo la percepcion de las matematicas
como regla-orientada. Evitts pone el siguiente ejemplo para el valor absoluto.
Operativamente |4 - 5| se determina mediante el uso de alguna regla en la que los
alumnos recuerdan gue el valor absoluto produce valores no negativos, sin embargo,
cuando se encuentran con una desigualdad como |4 — x| > 3 y si la regla de "no
negativo™ es la extension de su concepto de valor absoluto, entonces resolver la
desigualdad se convierte en un asunto extremadamente dificil. En cambio, si los
estudiantes tienen un concepto de valor absoluto que incluye su interpretacion como
una distancia, entonces resolverla puede ser muy diferente de lo que lo haria sin ese
vinculo conceptual.

5. Conexion entre conceptos matematicos: consiste en vincular distintos conceptos

matematicos, es decir, como un todo integrado. Por ejemplo, Evitts plantea que, la
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regresion lineal como una herramienta de ajuste de datos puede ser ensefiada en
combinacidon con el concepto de pendiente, lo que a su vez puede ser pensada como
una velocidad de cambio o en funcién de un angulo de inclinacién. Aqui las ideas de
analisis de datos, Algebra, Geometria y Célculo, tradicionalmente presentadas de

manera separada, estan vinculadas.

Finalmente, Eli et al. (2011) plantea otras tipologias de conexiones. En particular,

reconoce las siguientes:

1.

Categoricas: se presenta cuando se hace uso de una caracteristica superficial,
principalmente como una base para la definicion de un grupo o categoria.
Procedimiento: implica relacionar ideas en base a un procedimiento matematico o
algoritmo; puede incluir la descripcién de los mecanismos involucrados en la
ejecucion de un procedimiento en lugar de las ideas matemaéticas incrustadas en éste.
Caracteristica/Propiedad: definen las caracteristicas o la descripcion de las
propiedades de los conceptos en términos de otros conceptos.

Derivacién: se utiliza el conocimiento de un concepto para construir o explicar otro
concepto; incluyendo, pero no limitado al reconocimiento de la existencia de una
derivacion.

Curricular: implica relacionar ideas o conceptos en términos de impacto en el plan

de estudios, incluyendo el orden en que se podria ensefiar los conceptos / temas.

Los tres modelos expuestos tienen ciertas similitudes, por ejemplo, los tres consideran la

conexion procedimental, mientras que Evitts (2004) y Businskas (2008) plantean que el uso

de representaciones diferentes es una tipologia de conexiones matematicas. Sin embargo, en

este estudio, no se adopta a priori ninguno de los tres modelos para analizar los datos

colectados. Esto, porque no se busca encasillar necesariamente los resultados que emerjan

en las tipologias precedentes, sino que es posible la emergencia de conexiones matematicas

aun no categorizadas. Por tanto, es a partir de los datos que se busca establecer un modelo

que caracterice las conexiones matematicas en el campo del Calculo. Eso no significa que se

ignoren las tipologias descritas anteriormente, sino que seran tomadas en cuenta si existe

emergencia de estas tipologias en los datos sin ser forzados a ello.
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No obstante, se acepta de antemano la existencia de dos grandes tipologias de
conexiones: las intramatematicas y las extramatematicas. Las primeras se establecen entre
ideas, conceptos, procedimientos, teoremas, representaciones y significados matematicos
entre si (Garcia-Garcia & Dolores-Flores, 2017a). Mientras que la segunda tipologia ocurre
cuando se relaciona un concepto o modelo matematico con un problema en contexto o de
aplicacion o, viceversa. Incluyen las conexiones entre contenidos matematicos con otras

disciplinas curriculares y con situaciones de la vida diaria (Dolores & Garcia-Garcia, 2017).

2.3 Las concepciones alternativas, las conexiones matematicas y la comprension

Una concepcion implica la comunicacion de ideas sobre un concepto y afecta la manera en
que el estudiante lo aplica segun Kastberg (2002). De manera analoga, Thijs & Berg (1995)
consideran que, se refiere a una idea individual sobre el significado que tiene un individuo
sobre un concepto. De esta manera, las concepciones son desarrolladas individualmente en
los estudiantes. Asi, cuando un concepto matematico es presentado a un estudiante, éste
intenta darle sentido utilizando sus creencias y concepciones previas.

Esos intentos por darle sentido a sus resultados se constituyen en una coleccién de
creencias (Katsberg, 2002) que puede adecuarse al sistema previo que tiene o bien significar
un obstaculo para la asimilacion del nuevo concepto. En este ltimo caso, el estudiante
conserva su sistema de creencias previo, al menos temporalmente. En cambio, si alcanza un
estatus mas alto que el sistema previo, como lo refiere Treagust & Duit (2009) el intercambio
conceptual, puede ocurrir. En ese caso, su sistema de creencias en relacion con el concepto
matematico se fortalece y mejora de manera significativa para posibilitar que haga
conexiones matematicas y consecuentemente, logre una mejora de su comprensién
matematica. Sin embargo, esto no significa que una concepcién reemplazada se olvida, sino
que se puede reponer total o parcialmente en una fecha posterior (Tragust & Duit, 2009).

Para Kastberg (2002) cuando, sobre la base de un andlisis de la evidencia disponible,
el sistema de creencias atribuido al estudiante es inconsistente con las creencias aceptadas
culturalmente sobre el concepto, entonces se manifiestan las concepciones alternativas. En
general, los autores en educacion matematica coinciden que las concepciones alternativas se
refieren a una concepcion o idea que, en algunos aspectos es contradictoria o inconsistente

con el concepto segun los constructos cientificos bien negociados o cientificamente
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aceptables (Confrey, 1990; Thijs & Berg, 1995; Chhabra & Baveja, 2012; Narjaikaewa,
2013) o bien, difieren del conocimiento que se propone sea aprendido (Mevarech &
Kramarsky, 1997). Referente al dominio matematico, Fujii (2014) considera que las
concepciones alternativas se manifiestan cuando las concepciones de los estudiantes estan en
conflicto con los significados aceptados en matematicas.

En este trabajo, se asume que las concepciones alternativas son aquellas concepciones
de los estudiantes inconsistentes con lo que la comunidad matematica acepta como correctas
y que han sido socialmente compartidas y negociadas. Ademas, las concepciones alternativas
pueden constituir obstaculo en el momento en que los estudiantes pretenden hacer conexiones
matematicas y consecuentemente obstaculizar la comprension matematica (Figura 4). De esta
forma, se acepta que las concepciones alternativas son las “no-conexiones matematicas” que
los estudiantes realizan al resolver tareas especificas, es decir, forman la otra cara de la

moneda cuando se estudian conexiones matematicas.

Sistemas de
creencias de un
estudiante

Favorecen la Favorecen que

los estudiantes
hagan

emergencia
de

Representan un
Concepeioncs obstaculo para hacer Concxioncs
alternativas matematicas

N
Posibilitan el
logro de la

~
Obstaculizan el >,

logro de la N

~ Comprensién
matematica

Figura 4. Relacion entre las concepciones alternativas, las conexiones matematicas y la

comprension matematica.

2.4 La derivada y la integral: dos operaciones inversas

EL TFC es esencial en el desarrollo del Calculo (Carlson et al., 2003) y matematicamente,
relaciona a la derivada con la integral como operaciones inversas. Son a Isaac Newton y a
Gottfried Wilhelm von Leibniz a quienes se les atribuye la invencién del Calculo

infinitesimal (Boyer, 1949), debido a los conceptos, el simbolismo y las reglas para realizar
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las operaciones que suministraron (Johnson, 1997) y que fue posibilitado por la aparicion del
andlisis infinitesimal.

De acuerdo a Ribnikov (1987) el Calculo Diferencial e Integral tomé en los afios 1665-
1666 en las obras de 1. Newton la forma de la teoria de las fluxiones y en las obras de Leibniz
la forma de célculo de los diferenciales. En la teoria de las fluxiones se resuelven
principalmente dos problemas:

1. Determinar la velocidad de movimiento en un tiempo dado segun un camino dado, es
decir, determinar la relacion entre las fluxiones dada la relacion entre los fluentes.

2. Dada la velocidad de movimiento determinar el camino recorrido en un tiempo dado,
es decir, determinar la relacion entre los fluentes dada la relacion entre las fluxiones.

El primero de estos problemas implica el calculo de la diferenciacion de funciones de manera
general, y la obtencion de la ecuacion diferencial que expresa las leyes fundamentales de la
naturaleza. Mientras que el segundo, es inverso, es decir, reside en la integraciéon de las
ecuaciones diferenciales presentadas en su forma mas general, en particular se trata de buscar
funciones primitivas (Ribnikov, 1987).

Por su parte, Leibniz partiendo de los problemas inversos de las tangentes descubrid
la relacién inversa entre los métodos de trazado de tangentes (referido a la operacién de
diferenciacion) y las cuadraturas (referido a la integracion). Segin Ribnikov (1987) en el
plano matematico, el Calculo de Leibniz se formaba de las siguientes premisas:

1. Problemas de la sumacion de series (desde 1673) y la utilizacion de los sistemas de
diferencias finitas;

2. Resolucion de los problemas sobre tangentes, el triangulo caracteristico de Pascal y
el paso gradual de las relaciones entre elementos finitos a arbitrarios y después
infinitesimales;

3. Problemas inversos de tangentes, sumacion de diferencias infinitamente pequefias,
descubrimiento de la reversibilidad mutua entre los problemas diferenciales e
integrales (hacia el afio 1676).

Por otra parte, en una version moderna, Stewart (2010) reproduce el enunciado del TFC de

la siguiente forma:

Si f es continua en [a, b], entonces la funcién g definida por

g(x):fxf(t)dt, a<x<bh
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Es una antiderivada de f, es decir, g'(x) = f(x) paraa < x < b.

Usando notacidn de Leibniz, podemos escribir este teorema como

d X
= rod=re
Cuando f es continua (p. 369).
Asimismo, la segunda parte del TFC indica que para una f continua en [a, b]

b
[ Feax = F@ - F)

Donde F es cualquier antiderivada de f, esto es F’ = f.
Juntas las dos partes del Teorema Fundamental del Calculo sefialan que la derivacién e
integracién son procesos inversos. Cada uno deshace lo que el otro hace (Stewart, 2010).

En resumen, el TFC es un claro ejemplo de hacer conexiones matematicas como parte
de una disciplina conectada por naturaleza (Singletary, 2012), dado que matematicamente
establece la conexion matematica entre la derivada y la integral. Asi, incorporar el TFC como
una idea central en la clase de matematicas apoya a los estudiantes en la conexion de sus
concepciones sobre derivada e integral (Thompson & Dreyfus, 2016). Por otra parte, la
comprension de este teorema en los estudiantes puede significar un gran logro para hacer
otras conexiones matematicas, para resolver problemas no matematicos y de aplicacion,
ademas de desarrollar la perspectiva de las matematicas como una ciencia interconectada. De
esta manera, el estudiante sera capaz de resolver tanto problemas matematicos (calculo de la
pendiente de una curva y el area bajo una curva) como extramatematicos (por ejemplo,
calcular la posicion de un objeto dada su velocidad y viceversa).

Finalmente, para los propoésitos de este trabajo se plantearon tareas que involucraron
funciones polinomiales de grado 1, 2 y 3 porque tienen su respectiva funcion inversa, es
decir, a este tipo de funciones es aplicable el TFC y; se asume que son asequibles a los
estudiantes porque son las funciones algebraicas tipicas que se ensefian en un curso de
Célculo en el nivel preuniversitario. De esta manera, aunque en este estudio se exploran las
conexiones matematicas y concepciones alternativas que aparecen cuando los estudiantes
resuelven tareas relacionadas con la derivada y la integral, significa una oportunidad para
indagar sobre la comprension matematica que del TFC tienen los estudiantes cuando se

proponen tareas que posibilitan el uso de este teorema.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1 La investigacion cualitativa

La presente investigacion es cualitativa. De acuerdo a Kothari (2004) este tipo de estudios se
ocupa de los fendmenos cualitativos y es especialmente Gtil cuando se trata de descubrir los
motivos subyacentes del comportamiento humano. Asimismo, la investigacion cualitativa
consiste en un conjunto de practicas interpretativas que hacen al mundo visible, lo que
significa que se estudian los fendmenos en su contexto natural, intentando dar sentido o
interpretarlos en funcion de los significados que las personas le dan. (Denzin & Lincoln,
2005). Merriam & Tisdell (2015) es consistente con estas posturas cuando sefiala que los
investigadores cualitativos estan interesados en comprender cOmo las personas interpretan
sus experiencias, cdmo construyen sus mundos y qué significado atribuyen a sus
experiencias.

Para Flick (2014) la investigacién cualitativa puede tener tres objetivos: describir un
fendmeno (puede ser las experiencias subjetivas de un individuo o grupo especifico) en
mayor o menor detalle, identificar las condiciones en las que se basan las diferencias o
semejanzas entre varios casos (individuos o grupos) y desarrollar una teoria del fendmeno en
estudio a partir del andlisis de las evidencias empiricas. Algunos de estos propositos
generales planteados por Flick (2014) se persiguen en este estudio. En particular, la presente

investigacion, como se menciono en el primer capitulo, plante6 como objetivos:
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= Describir y categorizar las conexiones matematicas que los estudiantes del
preuniversitario hacen al resolver tareas (algebraicas, gréficas y problemas de
aplicacion) de Calculo que involucran a la derivada y a la integral.

= Establecer las relaciones que guardan esas conexiones matematicas que los
estudiantes hacen asociadas al nivel de comprensién sobre el TFC que logran
en las tareas propuestas.

= Identificar las concepciones alternativas que aparecen cuando los estudiantes
del preuniversitario resuelven tareas (algebraicas, graficas y problemas de

aplicacion) de Calculo que involucran a la derivada y a la integral.

3.2 Primeras consideraciones para el disefio de la investigacién

Para el logro de los objetivos de esta investigacion se disefiaron diversos instrumentos que
permitieran obtener las respuestas naturales de los estudiantes al resolver tareas que
involucraran a la derivada y a la integral, manifestando libremente sus ideas sin ser
influenciados por el investigador. El proceso de disefio de los instrumentos a utilizar fue
ciclico, es decir, se fue tomando decisiones en funcion de los resultados que se obtuvieron
en la aplicacion piloto de los mismos.

Para un primer disefio, se consideraron los resultados de una revision hecha a cuatro
libros de texto (Contreras et al., 2009; Mora & Del Rio, 2009; Stewart, 2010; Larson et al.,
2002) sugeridos por el programa de estudio del Calculo Diferencial (DGB, 2013a) y Calculo
Integral (DGB, 2013b) para el preuniversitario mexicano, asi como las sugerencias dadas en
dichos programas de estudio (DGB, 2013a, 2013b) vy, el enfoque de la literatura que estudia
conexiones matematicas. Con esas consideraciones se disefiaron los siguientes instrumentos
que incluyeron tres registros de representacion: algebraico, grafico y lenguaje escrito
(problemas de aplicacion).

= Instrumento 1. Su objetivo fue explorar las conexiones matematicas que los
estudiantes hacen en el registro algebraico porque es el que recibe mayor énfasis tanto
en los libros de textos como en el aula de clases. Planteé tareas de derivadas,
integrales, derivada de una integral e integral de una derivada considerando funciones

polinomiales.
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Instrumento 2. Su objetivo fue identificar las conexiones matematicas que los
estudiantes hacen en el registro grafico. Se estructurd en dos apartados: en el primero
se ofrecen las graficas de ciertas funciones y se piden las graficas de la derivada;
mientras que, en la segunda parte, se ofrece la gréfica de la derivada de cierta funcion
y se pide la construccion de la gréafica de la funcién antiderivada.

Instrumento 3. Plante6 como objetivo identificar las conexiones matematicas que
los estudiantes hacen al resolver problemas de aplicacion que evocan conceptos
matematicos, fisicos, bioldgicos y econdmicos, cuya solucidon podria ser hallada
usando la derivada o la integral. Estos problemas fueron planteados considerando el
tipo de situaciones propuestas en los libros de texto de Calculo y las sugerencias dadas
en el programa de Célculo Diferencial y Célculo Integral.

Instrumento 4. El objetivo de este instrumento fue también identificar las conexiones
matematicas que los estudiantes hacen al resolver problemas de aplicacion evocando
los mismos conceptos que el instrumento 3, sin embargo, a diferencia de aquél, en
este se plantearon situaciones modeladas por graficas sin sus respectivas
representaciones algebraicas.

Instrumento 5. Este plante6 un objetivo mas general que los instrumentos anteriores,
pues pretendia identificar conexiones matematicas que los estudiantes hacen al
resolver tareas que consideran los tres registros de representacion algebraicas,

gréaficos y problemas de aplicacion.

3.1.1 Aplicacién piloto y resultados

La aplicacién piloto de los instrumentos fue una etapa importante para redisefiarlos en caso
de que los resultados asi lo sugirieran. Asimismo, con ello se busco identifica qué tareas eran
asequibles o no a los estudiantes con el fin de realizar los cambios necesarios que
posibilitaran extraer las conexiones matematicas y concepciones alternativas que aparecen
en ellos cuando resuelven las tareas propuestas. Para ello, los cuatro primeros instrumentos
fueron aplicados a 17 alumnos que habian cursado Célculo Diferencial y Célculo Integral.
Algunas de las observaciones y resultados identificados de esta aplicacion piloto se describen

brevemente enseguida.
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Primer instrumento

Algunos alumnos requieren el uso de un formulario de derivacion e integracion para
obtener algunas derivadas e integrales.

Las funciones polinomiales permiten un trabajo operatorio facil en otros alumnos, al
igual que la simbologia involucrada no parece significar un obstaculo.

Los participantes pueden calcular [ 1x (6x) dx, pero desconocen su significado.

La relacion bidireccional entre la derivada y la integral parece estar ausente en el
sistema de creencias de los participantes.
Tiene potencial para identificar diversas conexiones matematicas en el registro

algebraico que depende Unicamente del sistema de creencias de los estudiantes.

Segundo instrumento

Los estudiantes consideran indispensable la representacion algebraica asociada a las
graficas; cuando no se presentan no resuelven la actividad propuesta.

Algunos de los participantes reconocen el grado de la funcion representada en la
gréfica, sin embargo, encuentran dificil hallar su representacion algebraica. No
conciben a la gréafica dada como procedimiento para esbozar la que se les pide.

Una limitante que declaran los alumnos reside en sus nulos conocimientos sobre
derivadas e integrales, pese a haber cursado y aprobado Célculo Diferencial e Integral
Los participantes manifiestan mayores dificultades en graficas de grado 4 y 5,
mientras que parecen tener menos problemas con las de grado 2 y 3.

Se requirié mayor tiempo para que los alumnos completaran las tareas propuestas por

este instrumento en comparacion con los demas.

Tercer instrumento

Las producciones de los estudiantes indican ausencia de conocimientos sobre
conceptos de: costo total, costo marginal, costo fijo, rapidez de crecimiento y la
derivada en un punto.

Conciben a los problemas totalmente desconectados unos de otros.

En los problemas de fisica suelen recurrir a formulas aprendidas durante su educacién

basica.
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= El conocimiento de los estudiantes sobre los conceptos que evocan los problemas es
necesario para que resuelvan las actividades propuestas. De hecho, ellos piden que se
les definan los conceptos que desconocen para buscar posibles soluciones de cada

problema.

Cuarto instrumento

= Los estudiantes consideran fundamental tener las representaciones algebraicas
asociadas a los fendmenos modelados graficamente para resolver las situaciones
planteadas. Para ello requieren de conocimientos previos, pero se ven limitados por
su desconocimiento de algunos conceptos propios de cada disciplina que consider6
el instrumento.

= El comportamiento grafico crea confusiones en los participantes respecto del gado de
la funcion asociada a ellos.

= La principal limitante de los estudiantes es su escaso dominio para conectar las
matematicas con otras disciplinas, algunos refieren no saber cémo se hace o porque

desconocen el significado de cierto término, por ejemplo, costo marginal.

Por su parte, la aplicacion piloto del quinto instrumento se hizo con un profesor de
matematicas en servicio de bachillerato, un maestro en matematica educativa y dos
estudiantes de doctorado de matematica educativa. El objetivo fue identificar la potencialidad
del instrumento para explorar las conexiones matematicas, a la par que obtener sugerencia
de los participantes sobre cdmo mejorar el instrumento. Cuando respondieron los
cuestionarios se les plantearon preguntas como: ;cOmo cree que responderian los alumnos?
¢Como podrian ser planteadas las preguntas para que sean entendibles para los estudiantes?
¢ Cuales cree que podrian ser las respuestas de los estudiantes? ¢ Qué sugiere para mejorar el
instrumento? Las respuestas a las preguntas anteriores, asi como las mismas producciones

escritas de los profesores permitieron plantear las siguientes observaciones.

Quinto instrumento
= Los profesores sugirieron que los estudiantes participantes en el estudio deberian ser

aquellos quienes recién hayan cursado y aprobado Calculo Diferencial e Integral.
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= Dado que el instrumento fue de opciones multiples en su mayor parte, si bien ayuda
a identificar ciertas conexiones matematicas, esta modalidad también parece inducir
a los participantes a respuestas esperadas por el investigador y no favorece que la
persona evidencie su forma natural de responder a las actividades propuestas.
= Las actividades de falso o verdadero (otra parte del instrumento), tampoco tienen
potencial para identificar todo tipo de conexiones matematicas, sino que en el mejor
de los casos emergen las esperadas.
= En definitiva, este instrumento no tiene potencial para identificar las conexiones que
los estudiantes establecen de forma natural cuando resuelven una actividad
matematica.
Finalmente, si bien los cinco instrumentos tienen diferente potencialidad para explorar
conexiones matematicas cuando los estudiantes resuelven tareas que involucran a la derivada
y a la integral, también la tienen para identificar concepciones alternativas. Por ello, se
consideré que un mismo instrumento posibilitaria al mismo tiempo identificar conexiones

matematicas y concepciones alternativas.

3.3 Método de investigacion
El disefio de los primeros instrumentos, las evidencias colectadas después de una aplicacion
piloto de cada uno de ellos, asi como la modalidad en que se aplicaron, es decir, en forma de
entrevista o en forma de cuestionarios ofrecieron las pautas para elegir el método que mejor
se adaptara a los prop6sitos de la presente investigacion. Esto llevé a tomar la decisién de
utilizar a las Entrevistas Basadas en Tareas (Task-Based Interviews, por su nombre en inglés)
como método para colectar los datos porque conjuga el uso de dos técnicas: aplicacion de
cuestionarios (con tareas especificas) y entrevistas. Esto permite recabar datos tanto de las
producciones escritas de los participantes, asi como los argumentos verbales y gestuales que
utilizan. Este método ayuda a obtener una riqueza de datos que, a su vez, permite identificar
tanto las conexiones matematicas utilizadas por los estudiantes, asi como sus concepciones
alternativas al resolver tareas especificas.

En las Entrevistas Basadas en Tareas hay una interaccion entre un sujeto (el
solucionador del problema) y un entrevistador en relacién con una o mas tareas (preguntas,

problemas o actividades) regulado por un sistema de normas explicitas e implicitas (Goldin,

59



2000; Koichu & Harel, 2007). Al analizar el comportamiento verbal y no verbal o bien
interacciones suscitadas, el investigador puede hacer inferencias acerca del pensamiento
matematico, aprendizaje y/o resolucion de problemas del sujeto (Goldin, 2000).

Para Assad (2015), las Entrevistas Basadas en Tareas proporcionan oportunidades
para evaluar el conocimiento conceptual de los estudiantes, pero también para extender esa
comprension animando a los estudiantes a examinar sus propias estrategias y su propio
pensamiento matematico. Segun Assad, el protocolo de la entrevista puede estar estructurado
con indicaciones y las respuestas previstas de antemano por el entrevistador, o puede ser
semi-estructurada, lo que permite que el entrevistador juzgue la respuesta adecuada al
razonamiento matematico de los estudiantes. A través de las preguntas, el entrevistador puede
motivar a los estudiantes a autocorregirse cuando cometen errores o para ampliar o
generalizar un problema (Assad, 2015).

Otra ventaja de las entrevistas basadas en tareas, es que permite a los investigadores
observar, registrar, e interpretar comportamientos complejos y patrones en el
comportamiento, incluyendo las palabras dichas por los sujetos, movimientos, escritura,
dibujos, acciones en y con materiales externos, gestos, expresiones faciales, etc. (Goldin,
2000). Las decisiones respecto a qué observar son parte del disefio de la investigacion. Para
los propositos de esta investigacion se observaron tanto las producciones escritas de los
estudiantes como las orales (argumentos) y gestuales que los estudiantes hacen en sus
intentos por resolver las tareas propuestas.

Goldin (2000) establece diez principios para la construccién y disefio de las
Entrevistas Basadas en Tareas. Entre estos se encuentran: elegir tareas asequibles a los
sujetos que incorporen estructuras representacionales ricas, fomentar la libre resolucion de
problemas, decidir qué podria ser grabado y grabar tanto como sea posible, preparar
entrevistas clinicas y test piloto, asi como prever nuevas posibilidades o imprevistos. Estos

puntos fueron considerados en el disefio que considero la presente investigacion.

3.3.1 Disefio de Entrevistas Basadas en Tareas
Con base en las observaciones hechas después de la aplicacion piloto de los cuatro
instrumentos previamente disefiados, se optd por conjuntar todo en un solo instrumento que

recopilara las producciones de los estudiantes en los registros algebraicos, graficos y del
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lenguaje escrito (problemas de aplicacion). En ese sentido se elaboré un protocolo
semiestructurado para la entrevista que fue utilizado por el entrevistador que planted las
tareas propuestas a los estudiantes y algunas preguntas auxiliares para cada una. Por otra
parte, a los estudiantes se les proporciond el mismo protocolo en forma de cuestionario con
las tareas propuestas, pero sin las preguntas auxiliares (ver anexo 1). El protocolo de la
entrevista se estructuro en cuatro partes (Tabla 2).

Tabla 2. Estructura del protocolo utilizado.

PARTE 1. Datos generales del entrevistado. Su objetivo fue recopilar informacion personal de los
participantes, asi como el desempefio que tuvieron en Célculo Diferencial y en Célculo Integral. Las
preguntas planteadas fueron:
1. ¢Cudl es tu nombre completo y cudl es tu edad?
2. ¢En qué semestre estas actualmente?
3. ¢Qué calificaciones has obtenido en tus cursos de Célculo?
4. ¢Como consideras que fue tu desempefio en las clases de Céalculo?
PARTE 2. Explorando conexiones matematicas y concepciones alternativas en el registro algebraico. Su
objetivo fue identificar las conexiones matematicas y concepciones alternativas que aparecen cuando los
estudiantes resuelven las tareas en el registro algebraico. Estas son las que con mayor frecuencia se presentan
en los libros de texto y las que se abordan en clases. Se integré de nueve actividades. En la primera se plantean
preguntas relacionadas con el concepto de funcion, concepcion previa a la derivada y a la integral. Las
actividades 2 a la 4 corresponden a la derivada, mientras que de la5 a la 7 a la integral. En estas se explora
tanto las conexiones matematicas como las concepciones alternativas que emergen para ambos conceptos
(derivada e integral), asi como las asociadas a la derivada puntual, a la integral indefinida y definida, asi
como el significado de cada resultado encontrado. Finalmente, las actividades 8 y 9 exploran la conexion
matematica de reversibilidad entre la derivada y la integral a través del uso del TFC o bien, las concepciones
alternativas que emergen en tareas relacionadas con el TFC.
Si te presento la expresion f(x) = 3x2.
1. ¢Qué representa f(x) y cudles son sus elementos?
2. ¢Qué es la derivada?
3. Obtén la derivada de f(x).
= Si el estudiante no justifica su procedimiento indicarle que lo haga.
= Si el estudiante conoce mas de una via de solucion alentarlo a que lo presente.
Calcula la derivada en x =1 ;Qué significa ese resultado?
¢ Qué es la integral?
Integra la funcion que obtuviste al derivar f(x).
= Si el estudiante no justifica su procedimiento indicarle que lo haga.
= Siel estudiante conoce mas de una via de solucidn alentarlo a que lo presente.
7. Ahora obtén flx 6x dx ¢qué significa el resultado?

8. Obtén:

2 fsea-

= Si el estudiante no justifica su procedimiento indicarle que lo haga.
=  Si el estudiante conoce mas de una via de solucidn alentarlo a que lo presente.
9. Obtén

e

= Siel estudiante no justifica su procedimiento indicarle que lo haga.
= Si el estudiante conoce mas de una via de solucidn alentarlo a que lo presente.

o oA
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PARTE Il. Explorando conexiones matematicas y concepciones alternativas en el registro grafico. se
plantearon dos actividades para identificar que conexiones matematicas establecen los estudiantes cuando
construyen una grafica de derivada y una de la integral, o bien las concepciones alternativas que aparecen en
ese tipo de tareas. Para ello, en la primera se proporciond la gréafica de una funcion polinomial f(x) de grado
3y se pidid construir la grafica de su derivada; mientras que, en la segunda, se proporciond la gréafica de la
funcidn derivada f’(x) de grado 2 y se pidi6 eshozar la gréfica de su antiderivada f(x). En cada caso, se
considero en el protocolo proporcionar la representacion algebraica asociada a las graficas si es que los
estudiantes no la podian deducir.

1. Dada la siguiente grafica f(x), traza en el mismo plano =
cartesiano la gréfica de su derivada f’(x).
= Si el estudiante no puede construir la gréafica sin
conocer la representacion algebraica de f(x) vy
tampoco puede deducirla, entonces proporcionarle la
representacion algebraica que es:
f(x) =x%—-3x%2+3
= Si el estudiante no justifica su procedimiento indicarle
que lo haga.
= Si el estudiante conoce més de una via de solucion
motivarlo a que la presente.
2. Dada la siguiente gréfica f’(x), traza en el mismo plano cartesiano la gréfica de su
antiderivada.
) = Si el estudiante no puede construir la gréafica sin
; conocer la representacién algebraica de f'(x) y tampoco
£ puede deducirla, entonces proporcionarle la representacion
algebraica que es:

f(x) = 3x% — 6x
; T T = Si el estudiante no justifica su procedimiento indicarle
; que lo haga.

= Si el estudiante conoce mas de una via de solucion
motivarlo a que la presente.

1

PARTE I1l. Explorando conexiones matematicas y concepciones alternativas en la resolucion de problemas
de aplicacion. El objetivo fue identificar las conexiones extramatematicas que los estudiantes establecen
cuando resuelven problemas gque evocan conceptos de biologia y de fisica, asi como aquellas concepciones
alternativas que aparecen en los intentos que realizan para resolver los problemas propuestos. Para ello, se
plantearon dos problemas inversos de cada tipo con el fin de que los estudiantes usaran la derivada y la
integral, al mismo tiempo que se explora si son capaces de identificar la reversibilidad entre los conceptos
derivada e integral y problemas planteados. En el caso donde el fendmeno se model6 graficamente, se
considerd necesario proporcionar a los estudiantes la representacion algebraica asociada a esas gréaficas si es
que no podian deducirla.

1. Laposicion de una piedra lanzada verticalmente esta representada en la siguiente
_gréfica, donde s es medida en metros y t, el tiempo, en segundos.

E ¢Como calcular la velocidad de la piedra en
" cualquier segundo?

¢Cudl es la velocidad de la piedra cuando han
' e transcurrido 2 segundos, es decir en t = 2?
s - = Si el estudiante no puede deducir la representacion
: J algebraica asociada a la gréfica, indicarle que es
20 T N . s(t) = 20t — 5t2
2. Lapoblacion de cierta especie de animales se calcula mediante la expresion
p(t) =32—-t%+100
Donde t (tiempo) estd medido en afos.
a. Encuentra una expresién que permita calcular la velocidad de crecimiento de
la poblacion para cualquier afio.
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b. ¢Cudl es la velocidad de crecimiento de la poblacion en t = 2?

3. La velocidad v de un cuerpo lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad

inicial de 20 metros por segundo esta representado en la siguiente grafica:
o1 w1 a. Cuales lafdrmulade la funcién que da la posicion que
i f rige atal movimiento?
| b. ¢Cual es la formula de la funcién posicion que rige a tal
S e -1 movimiento si transcurrido un segundo, el cuerpo se
[ encuentra a4 metros de distancia, es decir, s(1) = 4 m?
i f = Siel estudiante no puede deducir la representacion
e - algebraica asociada a la grafica indicarle que es

" v(t) = 20 — 10t
¢ 4. Una poblacién de animales esta creciendo a una razén
Lospo ] der(t) = 6t?— 2t por afio.
a. Encuentra la funcidn que describe la poblacion total en

determinado tiempo.

b. Sila poblacién inicial es de 100 animales. ;Cual es la funcién que describe la
poblacion total?

Vision retrospectiva. Se planteé una Ultima pregunta para que los estudiantes hicieran una vision
retrospectiva a partir de las actividades que habian resuelto con el fin de identificar explicitamente si es que
ellos reconocen la conexidn de reversibilidad entre la derivada y la integral.
1. A partir de las actividades que resolviste o a partir de tus conocimientos previos, tl
;crees que existe alguna relacion entre la derivada y la integral? ;Cual?

3.3.2 Contexto de la investigacion y participantes

La investigacion se desarrolld en una escuela de nivel medio superior ubicada en
Chilpancingo, Guerrero, México. Esta escuela tiene una matricula aproximada de 2000
estudiantes distribuida en los turnos: matutino y vespertino, en los tres grados. Al momento
de llevar a cabo esta investigacion, el plan de estudio del bachillerato al que pertenecia esta
escuela era bajo el enfoque por competencias. Este modelo promueve desarrollar en el
aprendizaje del alumno el saber (conocimiento), el saber hacer (aplicacion del conocimiento)
y el saber ser (conducta, actitudes y valores).

Para llevar a cabo la investigacidn, primeramente, se contactd a un profesor que
impartia clases en la escuela elegida, se le inform6 del objetivo de la investigacion y se le
solicitd su apoyo para invitar a sus estudiantes a participar en el proyecto. Se le pidié que los
estudiantes hubieran cursado y aprobado Calculo Diferencial e Integral en el semestre que
recién habia finalizado. A su vez, el profesor invitd a los estudiantes a participar en la
investigacion. Finalmente, aceptaron participar 25 estudiantes (18 hombres y 7 mujeres),
cuyas edades oscilaban entre 17 y 18 afios. En adelante para hacer referencia a ellos se
utilizaran los acronimos: E1, E2, E3, ..., E25, donde E significa estudiante y el nimero

adjunto a la letra E permite diferenciar entre cada participante.
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Las entrevistas se realizaron en cuatro dias habiles del mes de mayo (2016) por el
autor de la presente investigacion y por un estudiante de doctorado con experiencia previa en
hacer entrevistas, que conocia a detalle el objetivo de la investigacion. La duracién de cada
entrevista fue entre 60 y 120 minutos. Toda la entrevista gird en torno al cuestionario
proporcionado al estudiante y las preguntas auxiliares del protocolo que se disefi6 para ese
fin. Mientras los estudiantes resolvian cada tarea propuesta, el investigador hizo preguntas
auxiliares con el fin de saber qué motivaba al estudiante a resolver la tarea en la forma en
que lo hacia, por qué de esa manera o si €l o ella conocia otra via para hallar la solucién, qué
significaba el resultado, qué relaciéon podria tener con otros conceptos, etc. Por tanto, el
investigador en todo momento estuvo atento a la cada accion del estudiante para hacer
preguntas que ayudaran a entender el proceder de éste.

Por otra parte, como lo sugiere el método de Entrevistas Basadas en Tareas durante
las entrevistas se motivo a los estudiantes a revisar sus producciones escritas, en particular
los célculos que hicieron para asegurar que sus errores fueran producto de sus concepciones
alternativas y no a un descuido menor (como ignorar algun signo, sumar de manera
equivocada, etc.) en el momento de realizar las operaciones.

Una vez que se finalizd con la realizacion de entrevistas, éstas se organizaron por dia
de entrevista en carpetas separadas. Se les asigno el identificador correspondiente (E1, E2,
E3, ..., E25). Cada una fue transcrita en su totalidad para tener la narrativa de los estudiantes
que se guardaron también en esas carpetas (E1, E2, E3, ..., E25), ademas sus producciones
escritas fueron escaneadas y guardadas en esas mismas carpetas. Por tanto, se reunio
evidencia escrita y verbal de cada participante en relacion con las actividades propuestas. En
cuanto a los gestos utilizados por los estudiantes éstos fueron descritos en las narrativas de
cada uno para saber en qué momento fueron utilizadas y qué objeto matematico explicaron

utilizando esa via. Estas evidencias fueron objeto de analisis.

3.3.3 Andlisis de los datos

Con base en los datos colectado se decidié para su andlisis utilizar el analisis tematico creado
por Braun & Clarke (2006, 2012), cuyo objetivo es identificar patrones de significados
(temas) a través de un conjunto de datos proporcionados por las respuestas a la pregunta de
investigacion planteada. Es decir, como Clarke & Braun (2013) sefialan es esencialmente un

64



método para identificar y analizar patrones en datos cualitativos. Segun Braun y Clarke
(2006) “un tema capta algo importante acerca de los datos en relacion a la pregunta de
investigacion y representa cierto nivel de patron respuesta o significado dentro del conjunto
de datos (p. 86)”. Los patrones se identifican a través de un proceso riguroso de
familiarizacion de datos, codificacion de datos, el desarrollo del tema y revision.

Entre las ventajas del andlisis tematico destaca que es un método flexible, es decir,
que puede ser utilizado para una amplia gama de marcos tedricos e incluso para diversas
preguntas de investigacion. También puede ser utilizado para analizar diferentes tipos de
datos, es decir, permite el trabajo con grandes o pequefios conjuntos de datos; y finalmente,
puede ser aplicado para producir analisis basado en datos (data-driven) o dirigido por la teoria
(theory-driven) (Clarke & Braun, 2012). Incluso, Clarke & Braun (2013) afiaden que puede
usarse para analizar diferentes tipos de datos, desde fuentes secundarias como medio hasta
transcripciones de grupos focales o entrevistas.

Para el presente estudio se hizo un doble analisis temético, el primero para identificar
las conexiones matematicas que los estudiantes establecen al resolver las tareas propuestas
y, el segundo, para identificar las concepciones alternativas que aparecen en los intentos de
los estudiantes por resolver esas mismas tareas. El método se estructura en seis fases (Braun

& Clarke, 2006, 2012), que fueron seguidas en esta investigacion como se detalla enseguida:

Fase 1. Familiarizarse con los datos
Esta fase implica conocer a detalle las producciones (verbales, escritos y gestuales) de los
estudiantes, adentrarse a los datos para familiarizarle con el lenguaje que éstos utilizan y
comprender la forma en que éstos razonan. Para esto, se hizo una lectura general de las
narrativas de todos los estudiantes en repetidas ocasiones. Mientras se hizo esto se fue
tomando notas de algunas observaciones importantes asociadas a las primeras conexiones
matematicas y concepciones alternativas que aparecian en las respuestas de los estudiantes
en distintos momentos de la entrevista.

Esta etapa fue importante para valorar la calidad de los datos colectados, asi como
reconocer de manera general algunas limitaciones del instrumento (que seran discutidas en
el capitulo 5 de este trabajo). Sin embargo, esta etapa es més sencilla cuando el investigador

es el mismo que realiza las entrevistas como el caso del autor de este trabajo, pero en aquellas

65



entrevistas donde colaboré otro investigador fue necesario leer y releer para familiarizarse
con esos datos, aunque el lenguaje utilizado por los estudiantes, que guardaron mucha

similitud, ayudo a superar esta primera etapa del analisis tematico.

Fase 2. Generar cddigos iniciales

De acuerdo a Braun & Clarke (2012) los codigos identifican y proporcionan una etiqueta
para una caracteristica de los datos que es potencialmente relevante para la pregunta de
investigacion y pueden ser descriptivos o interpretativos. La codificacion se hace cada vez
que se identifica algo que es potencialmente relevante para la pregunta de investigacion,
asimismo, se puede codificar una parte de los datos con méas de un codigo. En ese mismo
sentido, a medida que progresa la codificacion, también se pueden modificar los cdodigos
existentes para incorporar nuevo material, es decir, es valido hacer una recodificacion a la
luz del progreso que se tenga en este proceso de codificacion.

Para los propdsitos de la presente investigacion, con base a la lectura previa de las
narrativas y utilizando la acepcion de conexiones matematicas® y de concepciones
alternativas® adoptadas previamente se hizo una primera codificacion que se fue refinando
conforme avanzo este proceso y hasta culminar con la codificacion de las producciones de

los 25 participantes.

En relacion con las conexiones matematicas

Para identificarlas, se busco en las narrativas frases o palabras donde se infieren algun tipo
de conexion matematica que los participantes hicieron. En particular, para superar esta etapa
del analisis tematico y para lograr la tercera, se hizo haciendo operatoria la acepcién que se
asumio de conexiones matematicas. Para ello, se tuvo cuidado de que los estudiantes

asociaran o relacionaran dos o mas ideas, conceptos, procedimientos, representaciones,

2 Son un proceso cognitivo mediante el cual una persona relaciona o asocia dos o mas ideas, conceptos,
definiciones, teoremas, procedimientos, representaciones y significados entre si, con otras disciplinas o con la
vida real. Las conexiones matematicas emergen cuando los estudiantes resuelven tareas especificas y pueden
ser identificadas en sus producciones escritas o en los argumentos orales o gestuales que desarrollan (Garcia-
Garcia & Dolores-Flores, 20174, p. 3).

3 Son aquellas concepciones de los estudiantes inconsistentes con lo que la comunidad mateméatica acepta como
correctas y que han sido socialmente compartidas y negociadas dentro de esta comunidad. En otras palabras, se
asumieron como las “no-conexiones matematicas” que los estudiantes realizan al resolver tareas especificas, es
decir, forman la otra cara de la moneda cuando se estudian conexiones matematicas.
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teoremas o significados. Asimismo, las siguientes preguntas fueron orientadoras para poder,

finalmente, decidir si habia 0 no conexion matematica en las producciones del estudiante

(tercera etapa).

¢La respuesta del estudiante es una relacion correcta entre ideas matematicas,
conceptos, procedimientos, representaciones, teoremas o significados?

¢La relacion que establece el estudiante es atil para comprender ideas
matematicas méas avanzadas?

¢El estudiante utiliza diferentes representaciones en la relacion o asociacion que
hace?

¢Es unarelacion de inclusion la que hace el estudiante entre las ideas o conceptos
matematicos?

¢Es una relacion de generalizacion la que hace el estudiante entre las ideas o
conceptos matematicos?

¢El estudiante planea un modelo matematico (independientemente del que se

proporciona en los datos) para resolver los problemas de aplicacion?

Las dos primeras preguntas debian ser respondidas afirmativamente para reconocer si el

estudiante hacia una conexion matematica, mientras que las demas ayudarian en una etapa

posterior para categorizar las conexiones matematicas identificadas.

Por ejemplo, la tabla 3 presenta algunos extractos y algunos cddigos que se

establecieron en esta segunda etapa del analisis tematico a partir de la narrativa de los

estudiantes. Este analisis se complement6 con la revision de la produccién escrita de cada

estudiante que era consistente con el argumento que ofrecia.

Tabla 3. Codificacién de los datos en relacion con las Conexiones Matematicas.

Extracto Cddigo

Entrevistador: para ti ;qué es la derivada? 1. Cuando se derivada una funcidn entonces
E23: la derivada es como encontrar, hacer algo més se obtiene una funcion simplificada.
pequefio, mas reducido, simplificarlo, porque la integral es 2. Cuando se integra una funcién entonces
hacer algo mas grande. La derivada es lo opuesto, entonces se obtiene una funcién mas compleja.

es hacer algo més pequefio. 3. La derivada es una operacién opuesta a la

integral.

Entrevistador: Aqui td puedes ver la gréafica de una funcion 1. La forma gréafica de una funcién permite
f(x). ¢Puedes construir en este plano cartesiano (se sefiala) identificar el grado de la misma.

la gréfica de su derivada?

E3: (empieza a escribir f(x) = x3) 2. La forma de la gréafica de una funcion
Entrevistador: ¢me puedes ir indicando lo que vas haciendo? permite saber el grado de su derivada y la

concavidad de ésta.
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E3: por la forma en que esta la grafica puedo saber que es
una funcion que es cubica y por esa misma forma puedo
saber que es positiva (sefiala la funcién que escribio).

Entrevistador: (después de un rato que el estudiante no realiza
accion alguna) ¢en qué estas pensando?
E3: en como calcular primero la primera funcién [que
describe a la grafica dada] para después derivarla.
Entrevistador: pero ¢podrias construir la grafica de la
derivada sin conocer la funcién [asociada a la gréfica]?
E3: mmm... sélo sabria que es cuadratica.
Entrevistador: pero ;podrias saber mas detalles de
ella?
E3: que abre hacia arriba (es decir, es céncava hacia arriba).
Entrevistador: vamos a pasar a la cuarta parte de la entrevista, 1. La derivada de la posicion de un objeto
en esta parte se plantean algunos problemas, necesito que los  es su velocidad.

leas y resuelvas las situaciones planteadas. 2. La derivada de la velocidad de un objeto
E7: (lee el problema) es su aceleracion.
Entrevistador: ;Entiendes la situacion en general? Nota: E7 parece usar usas conocimientos de

E7: Si, dice que, por ejemplo, una poblacidn de cierta especie  Fisica para resolver un problema que evoca
de animales... [esta] funcion rige la cantidad [o poblacién conceptos bioldgicos.

total] que hay en x cantidad de tiempo, [...] pero, yo quiero

calcular la velocidad a la que se [re]producen estos animales

en ese tiempo de hora 0 en un minuto, entonces derivé. Se

supone que la derivada de la posicion nos da la velocidad y

asi sucesivamente, la derivada de la velocidad nos da la

aceleracidn y asi. Si, es 20.

De los extractos de la tabla 3 y, en particular, de los enunciados puestos en negrita
formamos varios codigos iniciales. En ocasiones, en un mismo extracto se construyo mas de
un cédigo cuando los datos asi lo permitian. Asimismo, en algunos casos se hicieron algunas
anotaciones que servirian de apoyo en la Gltima etapa del analisis tematico tal como se aprecia

en la nota que se hizo para la produccion de E7.

En relacion con las concepciones alternativas

Para identificar las concepciones alternativas se hizo por separado un segundo analisis de las
producciones (verbales, escritas y gestuales) de los participantes. Se buscaron frases o
enunciados donde las relaciones que los estudiantes establecieran entre ideas matematicas,
conceptos, procedimientos, representaciones, teoremas o significados fueran inconsistentes
desde el punto de vista de las Matematicas. Por eso motivo, el énfasis se puso principalmente
en aquellas respuestas de los estudiantes donde no habia evidencia de conexiones
matematicas. La tabla 4 presenta dos ejemplos de los codigos que se formaron a partir de la
evidencia disponible:
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Tabla 4. Codificacion de los datos en relacion con las Concepciones Alternativas.

Extracto Cadigo
Entrevistador: Aqui ti puedes ver una expresion efe de equis 1. Una expresion de la forma f(x), por si
igual a algo (se le muestra la expresion f(x) = 3x2). Parati Misma significa funcion.
¢{qué representa esa expresién y qué elementos la componen?
E6: La componen la funcion, el signo de igual que me dice
que es una igualdad, una incégnita elevada al cuadrado.
Entrevistador: ¢ Cémo sabes que es funcién?
E6: porque tiene la f y entre paréntesis tiene la equis.
Entrevistador: y ¢si no tuviera efe, si tuviera otra expresion
seria funcién de todos modos?
E6: si tuviera otra letra como una g o una h si, si seria funcion.
Entrevistador: y si en lugar de efe de equis tuviera nada mas
y igual a tres equis cuadradas ¢Seria una funcion?
E6: seria una ecuacidon de segundo grado.

Nota: si f(x) se sustituye por y el
estudiante cree que la nueva expresion seria
una ecuacion cuadratica.

Fase 3. Buscar temas

Braun y Clarke (2012) sefialan que buscar temas es un proceso activo, es decir, generar o
construir temas en lugar de descubrirlos. En ese sentido, refieren que el conjunto de datos
colectados proporciona la base material para el analisis y limita el producto final posible,
pero se pueden crear muchas variaciones diferentes al analizar los datos. Asi, esta fase del
analisis tematico consiste en revisar los datos codificados para identificar areas de similitud
y superposicion entre los codigos; este proceso de generacién de temas y subtemas, implica
el agrupamiento de codigos que parecen compartir algin rasgo unificador para reflejar y
describir un patron coherente y significativo en los datos. En esta fase se empieza a explorar
la relacion que guardan los temas (y subtemas) proporcionando una imagen significativa; un
tema central puede relacionarme con otros para tener la totalidad de esos temas relacionados
o0 bien, con la mayor parte de ellos (Braun & Clarke, 2012). Juntos ofrecen una historia global
en relacion a la pregunta de investigacion.

Para los propositos de esta investigacion se observaron cadigos asociadas a conceptos
matematicos bien definidos como funcion, derivada, derivada puntual, diferencial, integral,
integral definida, constante de integracion, gréaficas de funciones polinomiales y, por la
naturaleza del protocolo, a conceptos fisicos y biolégicos. Como convencion se adopté que
cada tema y subtema era una conexion matematica (o0 concepcion alternativa, segun el caso)

organizadas en torno a los conceptos anteriores.
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En esta etapa del analisis tematico se agruparon los cddigos creados y modificados en
la etapa previa para comprender sus relaciones y establecer familia de cddigos (temas
potenciales). Los extractos asociados a cada uno de ellos fueron contrastamos para formar
temas. Esto permitio agrupar en temas y subtemas los patrones respuestas de los estudiantes
asociados a conexiones matematicas especificas (o concepciones alternativas, segun el caso).

Por ejemplo, los codigos registrados en la tabla 3 y 4 se transformaron en temas indicados en

la tabla 5.

Tabla 5. Temas y subtemas formados a partir de los codigos.

En relacién
a las...

Cédigo

Tema o subtemas

Conexiones
Matematicas

1. Cuando se derivada una funcion
entonces se obtiene una funcién
simplificada.

2. Cuando se integra una funcién entonces
se obtiene una funcién mas compleja.

3. La derivada es una operacion opuesta a
la integral.

1. La derivada de wuna funcion
polinomial es disminuir su grado en
una unidad.

2. La integral de una funcion
polinomial es aumentar su grado en
uno.

3. La derivada y la integral son
operaciones inversas.

1. Laforma gréfica de una funcion permite
identificar el grado de la misma.

2. La forma de la gréfica de una funcién
permite saber el grado de su derivada y la
concavidad de ésta.

1. La forma de una representacion
grafica asociada a una funcién
polinomial permite identificar el grado
de esta.

1. La derivada de la posicion de un objeto
es su velocidad.

2. Laderivada de la velocidad de un objeto
es su aceleracion.

1. La derivada de la funcién posicién
de un objeto es su velocidad.

2. La derivada de la funcién velocidad
de un objeto es su aceleracion.

Concepciones
alternativas

1. Una expresion de la forma f (x),
por si misma significa funcién.

1. En f(x) = 3x2%, f(x) por si sola
significa funcion.

Fase 4. Revision de los temas

Este proceso involucra un proceso recursivo mediante el cual el desarrollo de los temas es
revisado en relacién con los datos codificados y todo el conjunto de datos (Braun & Clarke,
2012). Para ello, se revisan los temas frente a los extractos asociados a cada uno a fin de que
exista relacion entre ellos. Asimismo, se pueden formar nuevos temas que capture de forma
mas significativa los datos relevantes que responden a la pregunta de investigacion. En esta
etapa se pueden eliminar algunos temas que no agrupen el patron respuesta de los estudiantes
0 que no sea suficientemente soportado por la evidencia. De acuerdo a Braun & Clarke (2012)
algunas preguntas que pueden guiar este proceso son:

= Es este realmente un tema (dado que podria ser sélo un cédigo)?
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= Sise trata de un tema, ¢.cual es su calidad, es decir, dice algo util sobre el conjunto de
datos y la pregunta de investigacion?
= ;Cuales son los limites de este tema, es decir, que puede incluir y qué excluye?
= ;Hay suficientes datos (significativos) para apoyar este tema, es decir, el tema es fino
0 denso?
= ;Son los datos demasiado diversos y de gran alcance, es decir, el tema de coherencia?
Por tanto, en esta etapa la coherencia entre los temas y los datos sera la que determine el
refinamiento de los temas (0 subtemas, si es el caso). En esta etapa es valido también dividir
un tema amplio en un nimero de temas mas especificos o coherentes o bien, juntar aquellos
de tal forma que en grupo forman un todo mas coherente.

Segun Braun & Clarke (2012) una vez que se tenga un conjunto distintivo y coherente
de temas que funcionen en relacidn con los extractos de datos codificados, la siguiente etapa
es revisar los temas en relacién con el conjunto completo de datos. Esto implica una relectura
final de todos los datos para determinar si las temas (y subtemas) capturan significativamente
el conjunto de datos. El fin altimo es que el conjunto de temas (y subtemas) formados
capturen los elementos mas importantes y relevantes de los datos, y los datos en general, en
relacion con la pregunta de investigacion. Finalmente, la revision en esta etapa podria
implicar la creacion de temas adicionales, modificar o descartar los temas existentes.

Para los propdsitos de la presente investigacion la revision se hizo atendiendo lo
descrito previamente, es decir, primero se revisaron los temas en relacion con los codigos y
extractos asociados a cada uno y, en relacién con el conjunto total de datos y con las preguntas
de investigacion que se plantearon al principio. En esta etapa, los temas y subtemas
(conexiones matematicas o concepciones alternativas, segun el caso) fueron discutidos en
repetidas sesiones de trabajo con profesionales de la Matematica Educativa con experiencia
previa en la investigacion. Algunos temas sufrieron modificaciones, se crearon nuevos, otros
se eliminaron porque no reunian con suficiente fuerza el patron respuesta de los estudiantes
y, finalmente, se agruparon los temas y subtemas en torno a los conceptos matematicos al
que estaban asociados.

Por ejemplo, algunos temas descritos anteriormente (tabla 5) fueron modificados en

la forma como estan indicados en la tabla 6:
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Tabla 6. Modificando temas y subtemas en la cuarta etapa del Analisis Temaético.

En
relacion a las...

Temas

Temas modificados

Asociado
a..

Conexiones
Matematicas

1. La derivada de una funcién
polinomial es disminuir su
grado en una unidad.

2. La integral de una funcién
polinomial es aumentar su
grado en uno.

1. La derivada de una funcion
polinomial es disminuir su
grado en una unidad y la
integral es aumentar su grado
en uno.

La derivada y la
integral

1. La derivada de la funcién
posicion de un objeto es su
velocidad.

2. La derivada de la funcion
velocidad de un objeto es su
aceleracion.

La derivada de la funcién
posicién de un objeto es su
velocidad y la derivada de su
velocidad es su aceleracion.

Conceptos
bioldgicos

Concepciones
alternativas

1.En f(x) = 3x?, f(x) por si
sola significa funcion.

En f(x) = 3x2, f(x) por si
sola significa funcion.

Concepto funcion

En la tabla 6 se aprecia que los temas se agruparon en uno sélo en cada caso para
captar con mayor fuerza la respuesta de los estudiantes y que responden con mayor precision
a las preguntas de investigacion planteadas. Sin embargo, otros temas no sufrieron
modificacion alguna tal como se observa en el caso de la concepcion alternativa descrita. Es
pertinente aclarar que si bien los temas “la derivada de la funcidn posicion de un objeto es su
velocidad” y “la derivada de la funcion velocidad de un objeto es su aceleracion” se
construyeron en un primer momento con la respuesta que ofrecié E7 a un problema que
evocaba conceptos bioldgicos, sin embargo, finalmente se transformo en el tema “la derivada
de la funcion posicion de un objeto es su velocidad y la derivada de su velocidad es su
aceleracion” se agrupd en torno a los conceptos fisicos por dos razones: primero, la fuente
de esos temas corresponden a la conexion de la Fisica con el Célculo como lo manifesté E7
(y otros estudiantes que hicieron la misma conexién matematica) y segundo, porque
respuestas similares se obtienen cuando E7 resuelve los problemas de fisica que evocan los
mismos conceptos (posicion y velocidad).

Por otra parte, a partir de esta etapa se encontraron las primeras relaciones entre las
conexiones matematicas identificadas; sin embargo, fueron fortalecidas en la siguiente etapa
del andlisis tematico. Esto fue importante para responder a la segunda pregunta de

investigacion que planteo este estudio.
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Fase 5. Definicion y nombre de los temas

Al definir los temas, segin Braun & Clarke (2012) es necesario establecer claramente lo que
es unico y especifico sobre cada tema; asimismo, un buen analisis tematico tendra temas que
(@) no sean demasiados, ya que deberian idealmente tener un enfoque singular; (b) estan
relacionados, pero sin superponerse, por lo que no son repetitivos, aunque pueden basarse en
temas anteriores; y (c) responder directamente a la pregunta de investigacion. En algunos
casos, es posible tener subtemas dentro de un tema (Braun & Clarke (2012) que son Utiles en
casos en los que hay uno o dos patrones generales dentro de los datos en relacion con la
pregunta(s) de investigacion, pero cada uno se reproduce de diferentes maneras. Esta fase del
analisis consiste en seleccionar extractos para presentar, analizar y luego exponer la historia
de cada tema con o alrededor de estos extractos.

Para los propositos de la presente investigacion en sesiones de trabajo se hizo la
discusién respecto de cada tema y subtema (iniciado desde la etapa 5). Se definieron los
temas y subtemas que englobaron las ideas principales de los estudiantes y que responden a
las preguntas de investigacion. Asimismo, se hizo la descripcion de cada tema y subtema,
asociando a cada uno de ellos extractos representativos del conjunto de datos colectados. Por
ejemplo, los temas construidos en la fase 5 del anélisis fueron definidos como se indica en la
tabla 7.

Tabla 7. Ejemplo de definicion y nombre de temas construidos.

Conexiones matematicas o

- . Descripcion Extractos
concepciones alternativas
1. La derivada de una funcion Esta conexion Entrevistador: ;Qué relacion encuentras
polinomial es disminuir su grado matematica  distinguen entre la derivada y la integral?

en una unidad y la integral es
aumentar su grado en uno.

una caracteristica de la
derivada y de la integral
de una funcién
polinomial asociado al
aumento o disminucion
de su exponente (grado)
segln la operacion que se
debe efectuar.

E21: que son contrarias, son
operaciones contrarias

Entrevistador: ¢en qué sentido dices que
son contrarias?

E21:[...] es como si le sumaras en uno
[a laintegral] y en otro [a la derivada] le

restas.

En f(x) = 3x2, f(x) por si sola
significa funcion.

Esta concepcion
alternativa indica que la
letra “£” acompafiada de
una “X” entre paréntesis
significa funcién. La letra
f tomada de la palabra
funcion genera en ellos
esa idea, pero es

Entrevistador: Aqui tu puedes ver una
expresion f(x) (se le sefiala la
expresion f(x) = 3x2). ¢Para ti qué
representa esa expresion 'y qué
elementos la componen?

E6: la componen la funcidn, el signo de
igual que me dice que es una igualdad,
una incognita elevada al cuadrado.
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posibilitada porque los Entrevistador: ¢;Como sabes que es
estudiantes  relacionan funcion?
sus conocimientos de E6: porque tiene la f y entre paréntesis
Algebra  para  darle tiene la x.
sentido a las literales Entrevistador: si en lugar de f(x)
presentes en la tuviera nada mas y igual a tres equis
representacion algebraica cuadradas (y = 3x?) (Seria una
propuesta al estudiante. funcion?
E6: seria una ecuacion de segundo
grado.

En esta fase del andlisis de revis6 con mayor énfasis la relacion existente entre las
conexiones matematicas para formar los sistemas que se describen en el siguiente capitulo.
En Garcia-Garcia & Dolores-Flores (2017a) se reportaron los primeros esfuerzos en ese
sentido; sin embargo, en este documento se redefinieron las relaciones a partir de la discusion

reiterada sobre estas relaciones en sesiones de trabajo.

Fase 6. Elaboracion del informe
De acuerdo a Braun y Clarke (2006) esta fase del analisis teméatico comienza cuando hay un
conjunto de temas completamente definidos e implica el analisis final y la redaccion del
informe. Asimismo, sugieren que el lenguaje y los conceptos utilizados en el informe sean
consistentes; el argumento esgrimido debe estar en relacion con la pregunta de investigacion,
es decir, debe respuestas.
Para los propositos de la presente investigacion el reporte (presentado en el siguiente
capitulo) tiene la siguiente estructura:
= En una tabla se presentan de manera general como temas y subtemas a las
conexiones matematicas identificadas.
= Posteriormente, se describe cada una de ellas con algunos extractos ilustrativos
de la conexién matematica correspondiente.
= Se presenta el sistema de conexiones matematicas que se forma en relacién con
el TFC.
= A partir de las caracteristicas en comuln que presentan las conexiones
matematicas se hace una categorizacion de ellas. Es decir, se presenta un
modelo para categorizar conexiones matematicas en Calculo.
» Finalmente, se describen las concepciones alternativas identificadas en los

datos.
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Resultados P1: conexiones matematicas identificadas

Mediante el analisis tematico se identificaron 33 conexiones matematicas que los estudiantes
hacen explicita o implicitamente, para un total de 347 conexiones matematicas (Tabla 8).
Estas aparecieron cuando los estudiantes resolvieron las tareas algebraicas, graficas y
problemas de aplicacion, es decir, al calcular derivadas o integrales especificas, al graficar
una funcion derivada o antiderivada o al resolver problemas de aplicacion que evocaron
conceptos fisicos o bioldgicos. Las conexiones matematicas identificadas se asocian a
conceptos como: derivada o integral, al Teorema Fundamental del Calculo, al

comportamiento grafico y, a los conceptos bioldgicos o fisicos.

Tabla 8. Conexiones matematicas identificadas en las producciones de los estudiantes.

Grupo Conexién matemética Frecuencia
1. La derivada de una funcién polinomial de la forma 25
flx) =x"es f'(x) = nx" L
Derivada o 2. La integral de una funrgi?n polinomial de la forma 24
integral f(x)=x"es [x"dx =>—+C,
3. La derivada es la pendiente de la recta tangente a una 11
curva.
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3.1 f'(a) significa la pendiente de
larectatangentea f(x) enx = a.

4. La derivada de una funcién polinomial es disminuir su
grado en una unidad y la integral es aumentar su grado
en uno.

11

5. La integral est4 asociada con el &rea bajo una curva.

15

5.1 La integral definida significa
area bajo la curva.

10

5.2 El resultado de una integral
definida significa érea.

5.3 La integral es la suma de las
areas de los rectangulos inscritos
bajo la curva.

6. Una integral definida tiene limites de integracion.

©

6.1 Los limites de integracion
significan el intervalo donde se
debe calcular el area bajo la curva.

7. La constante de
integracion C ...

7.1 significa una familia de
primitivas desplazadas
verticalmente en el eje de las
ordenadas.

10

7.2 siempre acompafia al resultado
de una integral indefinida

8. El diferencial en una integral indica respecto de qué
variable se va a integrar la funcion.

TFC

9. La derivada y la integral son operaciones inversas.

22

9.1. La derivada de la integral de
una funcién polinomial es igual a
la misma funcién.

15

9.2. La integral de la derivada de
una funcion polinomial es la
misma funcién.

12

10. En una integral definida al limite superior evaluado
en la antiderivada de f'(x) se le resta el limite inferior
evaluado en la misma antiderivada.

16

Representaciones
gréficas de
funciones
derivadas o
antiderivadas

11. La | 13.1 de una funcién cuadrética o
representacion de segundo grado es una parabola.

14

grafica... 13.2 de una funcion lineal o de
primer grado es una linea recta

10

13.3 del término independiente de
una funcion es el valor donde corta
al eje de las ordenadas.

13.4 de una funcién polinomial
puede prolongarse en ambos
extremos.

13.5 de una funcién clbica o de
tercer grado es como una “S”

acostada (N 0 U\).

12. La forma de una representacion grafica asociada a
una funcién polinomial permite identificar el grado de
esta.

Conceptos
biol6gicos

13. Calcular la velocidad de crecimiento de una especie
significa encontrar la derivada de la representacion
algebraica asociada a la poblacién total.

14
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14. La integral de la funcién velocidad de crecimiento 12
r(t) de una poblacion es la funcién poblacion total.

15. En [ r(t)dt = p(t) + C la constante de integracion 11
C significa poblacion inicial de animales.
16. El resultado de p’(2) = 20 significa que justo en el 7
segundo afio la poblacién aument6 20 especies.
17. La integral de la funcidn aceleracién de un objeto es 15
su velocidad y la integral de la funcion velocidad es su
posicion.
18. La derivada de la funcion posicion de un objeto es su 14
velocidad y la derivada de su velocidad es su
aceleracion.

. 19. La velocidad de un objeto en su altura maxima es 13

Conceptos fisicos cero.

20. Encontrar una funcion primitiva de la posicién de un 8

objeto, dada una posicion inicial, implica primero

calcular una integral y segundo, resolver una ecuacion

lineal.

21. El resultado de s’(a) = 0 significa que el objeto esta 6
enreposoent = a.

Total 347

Las conexiones matematicas de la tabla 8 seran explicadas ampliamente enseguida,
aportando en cada caso, evidencia que las sustenten y permitan una mejor comprension

acerca de la naturaleza de esas conexiones matematicas.

4.1.1 Conexiones matematicas asociadas a la derivada o a la integral
En este grupo se identificaron 8 conexiones matematicas asociadas a uno de los dos
conceptos centrales del Célculo, la derivada o la integral; 6 de los cuales tienen subtemas

asociadas a conexiones matematicas especificas.

1. La derivada de una funcién polinomial de la forma f(x) = x™ es f'(x) = nx" 1!
., " . . . d _
Esta conexion matematica que implica el uso de la formula ax” = nx™"1 para resolver las

tareas propuestas se identifica cuando los estudiantes calculan la derivada de funciones
polinomiales al trabajar con las tareas algebraicas (ver extracto de la entrevistaa E2 y Figura
5, con una frecuencia de 23), cuando grafican la funcion derivada (con una frecuencia de 25)
o bien, al resolver problemas de aplicacion que requieren el calculo de una derivada (con una
frecuencia de 20). Esto indica que la conexion se establece con una frecuencia diferente segun
el tipo de tarea que los estudiantes estén resolviendo, pero fue utilizada por los 25 estudiantes

en distintos momentos en al menos un tipo de tarea propuesta.
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Entrevistador: ¢Puedes calcular la derivada de esta expresion? (se le sefiala la funcion
f(x) = 3x2).

E2: Si (el alumno escribe el resultado).

Entrevistador: me puedes explicar ;como obtienes el resultado?

E2: es que existe una regla, que no sé si tenga nombre 0 no, pero indica que cuando
tenemos algo asi (encierra la expresion 3x2), el exponente pasaba a multiplicar al
coeficiente; y, por ejemplo, aqui seria dos por tres daria seis (escribe el nimero).
Quedaria la x y al exponente se le va a restar uno (escribe junto al 6, la expresion x271),

entonces nos queda seis equis a la uno, pero no es necesario ponerlo (el uno).

Si f(x) = 3%
P A

o X

h

Figura 5. Produccion escrita de E2.

e P d _ . ..
En las tareas gréficas, la féormula ax” = nx™"1 fue utilizada por los 25 participantes

para graficar la funcion derivada de la grafica dada asociada a f(x) = x3 — 3x? + 3. Esto
significa que los 25 participantes completaron la tarea una vez que contaron con la
representacion algebraica de la gréafica dada, ya que ninguno de ellos la pudo deducir. Sin
embargo, una vez que se le proporciond la representacion algebraica asociada a la gréfica

dada, inmediatamente la derivaron utilizando la formula mencionada (Figura 6).

M \ 3 ” >
\ - 3 2 , & N
:‘*1 ( \ ) - \< P— b b 4 ’nL =}
7 = P '
( \ % = O N

Figura 6. Produccion de E2 como paso previo para construir la grafica de f’(x).

Finalmente, en la resolucidn de problemas de aplicacion la conexion se vio favorecida porque
, . . d —
dos de los problemas propuestos se resolvian haciendo uso de la formula Ex” = nx™ L

Quienes identificaron esto, inmediatamente calcularon la derivada de la funcion dada en

términos algebraicos que modelaba los fendmenos en los problemas propuestos (Figura 7).
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1. Lapoblacién de cierta especie de animales se calcula mediante la expresion
p(t) = 23 — £ + 100
Donde ¢ (tiempo) estd medido en afos.
Encuenira una expresion gue permita calewlor lu velocidad de crecimiento de la poblacion para cualquier
ano. \

JOES = 14
ML) = 6T _ 5

Figura 7. Calculo de la derivada efectuada por ES8.

xn

2. Laintegral de una funcion polinomial de la forma f(x) = x™es [ x"dx = n: +C

Considerando las producciones de los estudiantes de manera general, aparecié con una
frecuencia de 24. Similar a la conexién matematica previa, ésta se identifica en los tres tipos
de tareas propuestas a los estudiantes. Por ejemplo, en la primera parte emerge cuando los

estudiantes calculan la integral de f'(x) = 6x, es decir, la funcion cuya derivada ya habian

xn+1

n+1

calculado. En ese caso, consideraron importante recurrir a la formula [ x™dx = +C

aprendida en el curso de Calculo Integral para integrar funciones polinomiales (ver extracto
de la entrevista a E8 y Figura 8). En esta tarea aparecié con una frecuencia de 20.
Entrevistador: ¢Puedes encontrar la integral de la derivada que obtuviste
anteriormente? (se le sefiala la funcion derivada f’(x) = 6x).
E8: [Hace el célculo correspondiente].
Entrevistador: ¢Podrias explicarme qué hiciste para hallar la solucion?
E8: para empezar, le agregué el diferencial. Después, este seis [sefiala el 6 de 6x] lo
podemos sacar [del simbolo de integral] como coeficiente que es, después se aplica una
regla que es cuando equis esta elevada a cierta potencia para integrarlo se le suma la
unidad al exponente que tiene [la variable]. En este caso, es uno mas uno y resulta x
cuadrada y, de ahi es dividido entre el mismo exponente que es uno mas uno. Por eso
resultd x cuadrada sobre dos, pero como teniamos el seis, se multiplica y en este caso
seis sobre dos es tres; [se le agrega] x cuadrada y se le agrega la constante de

integracion.

2

Jex dx = & \xdx = 51{;: - BRT 4+C

n+1
Figura 8. Uso de la formula [ x"dx = J;T + C por ES8.
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En el segundo grupo de tareas emergié cuando los estudiantes graficaron la funcion
antiderivada de f'(x) = 3x? — 6x. El uso de la férmula se manifesté porque los estudiantes
pidieron explicitamente la representacion algebraica asociada a la grafica de la funcion
derivada dada y para la cual se les pidié esbozar la grafica de su antiderivada. Una vez que
se les proporciond la representacion algebraica de la grafica dada como tarea, ellos, como
primer paso, integran la funcion derivada (Figura 9). En este tipo de tareas la conexion

matematica se manifestd con una frecuencia de 20.

Figura 9. Uso de la formula [ x™dx = ’;n—: + C por E8 para hallar la funcién antiderivada.

Finalmente, la conexion matematica se manifestd en las producciones de 16 estudiantes al

resolver dos de los cuatro problemas de aplicacion que requerian el uso de la formula
n+1
[x™dx = ’:17 + C. Se identificd claramente en la produccion escrita de los estudiantes (ver

Figura 10) cuando el problema pedia calcular la poblacion total (en el problema que evoca

conceptos bioldgicos) o la posicion (en el que se evoca conceptos fisicos).

3. Una poblacién de animales estd creciendo auna razénde () = 6t ~ 2t por aio.,
Encuentra la funcion que describe la poblacién total en determinado tiempo.
Togy = 647 . 3
fet-u — - - 24 e

-~ e~ em

anx‘n+1

n+1

Figure 10. Uso de la formula [ ax™dx = + C por E7.

3. Laderivada es la pendiente de la recta tangente a una curva

Esta conexion matematica fue identificada en las producciones verbales de 11 estudiantes
que asocian el concepto de derivada con su interpretacion grafica. Este es el significado
tradicional que recibe la derivada en situacion escolar dado que es la que aparece con

frecuencia en los libros de texto, ello justifica en parte que los participantes hayan hecho la
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citada conexion matematica cuando se les pregunta acerca de la derivada (ver extracto de la
entrevista a E4).

Entrevistador: Para ti ¢;queé es la derivada?

E4: para mi es la pendiente de una recta [tangente a una curva].

Entrevistador: ¢tendra otro significado?

E4: tal vez si. Sélo eso. La pendiente de una recta [tangente] o de una curva.

3.1 f'(a) significa la pendiente de la recta tangente a f(x) enx = a
Son 2 los Unicos estudiantes que hacen la conexion matematica entre una derivada puntual y
su significado gréfico, aunque esto lo expresan verbalmente (ver extracto de la entrevista E24
y Figura 11). Ellos, reconocen que si f’(x) es la derivada de alguna funcién polinomial,
entonces al sustituir en esa funcion derivada el valor de x = a, entonces lo que estan
encontrando es la pendiente de la recta tangente a f (x) en ese valor especifico de x = a.
Entrevistador: ;podrias encontrar la derivada en x = 1 (para f(x) = 3x?%)?
E24: ah, entonces se sustituye nada mas aqui (sefiala la derivada de f(x) que obtuvo
previamente) el valor de Xx.
Entrevistador: ok. ¢Que significa ese resultado?
E24:[...] es la pendiente de la linea [recta] tangente.

Entrevistador: Ok. ¢Entonces ese 6 representa la pendiente de la recta tangente?

E24: si.
Si f(x) = 3x%
ORI
6)( 6 %
6 (1)=6

Figura 11. Célculo de la derivada puntual por E24.

4. Laderivada de una funcion polinomial es disminuir su grado en una unidad y la integral
es aumentar su grado en uno

Esta conexion matematica aparecio en las producciones de 11 estudiantes que distinguen una

caracteristica de la derivada y de la integral de una funcién polinomial asociado al aumento

o disminucion de su exponente (grado) segun la operacion que se efectda. En ese sentido, los
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estudiantes indican que: la derivada de una funcién polinomial es disminuir su grado en uno
y que /a integral de una funcion polinomial es aumentar su grado en uno.

Los participantes hacen esta conexion matematica cuando se les pregunta directamente
lo que para ellos significa la derivada y la integral. Referente a la caracteristica que le
atribuyen a la derivada es posible que sea consecuencia de las creencias asociadas a la
derivada de una funcién polinomial del tipo f(x) = x™, porque creen que si el grado de f (x)
es n, entonces el grado de f’(x) esn — 1 (ver extracto de E3), es decir, un grado menos que
la funcion original.

Esta conexion matematica es hecha por 11 estudiantes.

Entrevistador: ¢Qué es para ti la derivada?

E3: es como ir degradando una funcion a un grado menor, por asi decirlo.

Entrevistador: ¢tendra algun otro significado para ti?

E3: es que se puede usar para hacer otras cosas, por ejemplo, en fisica si se va derivando

te puede dar la aceleracion.

La respuesta de E3 es consistente con lo que manifiesta al calcular la derivada de la funcién
polinomial f(x) = 3x2, es decir, que f’(x) tiene un grado menor. Por su parte, para la
integral los estudiantes asumen que si el grado de f'(x) es n, entonces el grado de su
antiderivada f(x) serd n + 1 (ver extracto de E11).

Entrevistador: para ti ¢qué es la integral?

E11: es la operacion contraria de la derivada, en vez de simplificarla [ahora] aumentaba

el valor [del exponente] en uno.

5. La integral esta asociada con el area bajo una curva

Los 15 estudiantes que hacen esta conexion matematica relacionan el concepto de integral
con el &rea vista como una region delimitada bajo una funcion f(x) (ver extracto de E9). Es
decir, asocian a la integral con su significado gréafico dandole el sentido de area bajo una
funcién especifica. Es posible que esta conexion sea producto de la instruccion formal que
reciben en el curso de Calculo Integral, donde entre otras competencias a desarrollar, se
plantea que el estudiante “resuelva problemas de areas mediante la integral definida en

cualquier disciplina que tenga relacion con su entorno” (DGB, 2013b, p. 23). Ello provocaria
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gue en el sistema de creencias de los estudiantes se incorpore la idea de area al concepto de
integral.
Entrevistador: Para ti ¢ Qué es la integral?
E9: Pues integral es el area bajo la curva.
Entrevistador: ;tendra otra interpretacion para ti?
E9: Con la integral se pueden sacar areas, eso es para lo que méas se ocupa para las
areas.
De esta conexidn matematica, se derivan otras conexiones que estan asociadas directamente

a esta idea primaria.

5.1 La integral definida significa area bajo la curva
Un grupo de 7 estudiantes considera que la integral definida vista como simbolo (f(f f(x)dx)
significa area (ver extracto E16 y Figura 12). La asociacion que realizan en este caso es entre
una representacion algebraica con un concepto visualizado en el plano gréfico.
Entrevistador: Enseguida puedes ver indicada una operacion ¢qué significa o qué
representa? (se le sefiala la expresion | 1x 6xdx).
E16: es una integral definida o algo asi.
Entrevistador: ¢por qué?
E16: porque es para sacar el area de una gréfica [...] y estos valores (sefiala ambos

limites de integracidn) se sustituyen en equis.

Figura 12. Representacion del area bajo la curva hecha por E6 y E7,

respectivamente.

En la figura 12 se observa que E7 considera el caso particular de la representacion grafica de

flx 6xdx asociado a la tarea propuesta, mientras que E6 considera una representacion mas

general asociada a fle(x)dx donde f(x) es una funcion algebraica.
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Esta conexién matematica es identificada en la produccion de los estudiantes porque
entre las actividades propuestas por la DGB (2013) se plantea “resolver problemas que
involucren areas bajo la curva [...], calculadas desde la perspectiva geométrica y mediante
la integral definida” (p. 23), la cual corresponde al desarrollo de una competencia disciplinar
relacionada con la integral definida. Esta demanda del curriculum motiva a los profesores a
trabajar de esta manera la integral definida desde una representacion algebraica y gréfica;
como consecuencia los estudiantes incorporan a su sistema de creencias este sentido para la

integral definida.

5.2. El resultado de una integral definida significa area

Quienes hacen esta conexién matematica (7 estudiantes) declaran que el resultado de
f;f(x)dx significa area, es decir, cuando uno de los dos limites es una variable y el resultado

es una funcién y no propiamente un valor numérico (ver extracto de E4 y Figura 13). Esta
conexion matematica refleja una comprension respecto de lo que significa area bajo una
funcién polinomial cualquiera para estos estudiantes, porque el area es variable segun el valor
que tome el limite superior. Por tanto, quienes hacen esta conexion tienen una comprension
superior respecto de lo que significa area bajo una funcién, méas de alla de verlo como un
valor numérico especifico.

Entrevistador: ;sabes qué significa esta expresion (se le sefiala la integral definida

flx 6xdx)?

E4: es una integral definida.

Entrevistador: ¢qué significa que sea una integral definida?

E4: es igual ¢;no? También es como el area bajo una curva.

Entrevistador: ¢lo puedes resolver?

E4: (hace los célculos y obtiene como resultado 3x2 — 3) y asi quedaria porque no

podemos sumar este nimero (sefiala el 3x2) con éste (sefiala el —3).

Entrevistador: ¢por qué?

E4: porgue no son semejantes, no tienen las mismas expresiones.

Entrevistador: ¢qué significa tu resultado?

E4: esto (sefala el resultado) significa que es el area debajo de una curva.
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3 (. - 307
Lyt - 3

Figura 13. Célculo de la integral definida flx 6x dx por E4.

5.3 La integral es la suma de las areas de los rectangulos inscritos bajo la curva
Esta conexion matematica indica una relacion entre un concepto matematico (integral) y su
correspondiente significado en el registro geométrico (area), pero en particular, bajo una
curva en el plano cartesiano (registro grafico). Quienes establecen este tema (3 estudiantes)
es posible que estén pensando en la Sumas de Riemann (ver extracto de la entrevista a E24 y
Figura 14).

Entrevistador: para ti ¢qué es la integral?

E24: la integral es el &rea bajo la curva.

Entrevistador: ¢tendra otro significado?

E24:[...] se supone que tenemos algo asi (dibuja una parébola en el plano cartesiano).

Nosotros tratamos de encontrar eso (se refiere al area); lo hacemos mediante unos

rectangulos (inscribe rectangulos bajo la curva que dibujo).

(

Figura 14. Representaciones graficas de las sumas de areas de rectangulos inscritos bajo la

curva hecho por E12 y E24, respectivamente.

Por su parte, E12 argumento:
E12: si tengo una funcion (dibuja una curva en el plano cartesiano); debajo de esta
funcién se van formando los rectangulos y la suma de todos estos rectangulos es la

integral.
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El significado de la integral definida vista como sumas de Riemann es planteado en el
programa de estudio correspondiente a Calculo Integral que, ademas, plantea que el
estudiante resuelva problemas de areas mediante las sumas de Riemann en cualquier
disciplina que tenga relacién con su entorno (DGB, 2013b). Esto implicaria que la integral
definida recibe ese tratamiento en el salon de clases. Entonces los 3 estudiantes que hacen

esta conexion matematica recuperan ese conocimiento de su sistema de creencias.

6. Una integral definida tiene limites de integracion

Los estudiantes que hacen esta conexion matematica identifican las diferencias existentes
entre dos conceptos matematicos: integral definida e integral indefinida, al menos
algebraicamente. Ellos observan que lo que hace distinto a la primera es un componente en
particular, es decir, los limites de integracion (ver extracto de E22). La presencia de estos
elementos permite que los estudiantes reconozcan qué es y en algunos casos, qué representa
o significa el resultado. Esta conexion fue hecha por 8 estudiantes.

Entrevistador: ¢ TU crees que esto (se le sefiala la integral definida | lx 6x dx) es igual

que esto otro (se sefiala la integral indefinida [ 6xdx)?

E22: no.

Entrevistador: ;cual es la diferencia?

E22: la diferencia es que aqui nos esta dando dos posibles valores (sefiala limites de
integracion).

Dos de los ocho estudiantes que hacen esta conexion matematica también hacen la siguiente.

6.1 Los limites de integracion significan el intervalo donde se debe calcular el area bajo la

curva
En una integral definida de la forma f:f(x)dx, a 'y b son los limites de integracién y

graficamente delimitan la regién o intervalo en el eje de las abscisas donde se habra de
calcular el &rea bajo la funcion f(x) (ver extracto de E24). De los 25 participantes, 3 hacen

esta conexién matematica y la declaran en sus argumentos.
Entrevistador: ;cudl es la diferencia entre esto (la integral definida | 1x 6x dx) y esto

otro (la integral indefinida [ 6xdx)?
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E24: [...] en los dos nos estamos aproximando al valor que es el area, pero en esta
(sefiala la integral definida) ya nos estdn dando el valor [donde se debe encontrar el
area], que es el valor de 1 y equis (sefiala los limites de integracion) y aqui (en la

indefinida), no, nos estan dando [esos] valores. Creo que esa es la diferencia.

7. La constante de integracion C ...
En relacion con la constante de integracion, una componente de la integral indefinida, los

estudiantes hacen dos conexiones matematicas que son descritas enseguida:

7.1 significa una familia de primitivas desplazadas verticalmente en el eje de las ordenadas
Matematicamente, se sabe que una funcién F(x) es una primitiva de otra funcion f(x) en un
intervalo (a,b) si Vx € (a,b) se tiene que F'(x) = f(x). Una familia de primitivas se
diferencia sélo por una constante (término independiente). De esta forma, en F(x) + C laC
significa que se puede tener una infinidad de primitivas, cuyo significado gréafico es un
desplazamiento vertical C unidades sobre el eje de las ordenadas. Esa conexion matematica
de la C (constante de integracion) con su significado grafico es hecha por 10 estudiantes. En
las tareas algebraicas E2 manifesto lo siguiente:

Entrevistador: ¢ Sabes que significa esa C (se le sefiala la C que E2 afiadio a su resultado

de laintegral [ 6xdx)?

E2: [una] familia de [primitivas]; asi lo representamos.
Del extracto anterior, se identifica que, si bien E2 no recuerda el término primitiva, si da
evidencia de saber que se refiere a un conjunto de funciones diferenciadas por una constante
de integracion. En un episodio posterior, es decir, al trabajar con las tareas gréficas E2 da
muestra de que sabe que esa C significa una familia de funciones desplazadas verticalmente
sobre el eje de las ordenadas C unidades (ver el siguiente extracto de la entrevista a E2).

Entrevistador: ¢y qué valor le diste a C para poder evaluar? (se le sefiala la antiderivada

que €l obtuvo previamente, es decir, a f(x) = x3 — 3x? + ()

E2: pues ninguno, bueno [...] cuando graficabamos, la C indica que la grafica se puede

representar asi, asi y asi (dice mientras simula dibujar gréaficas semejantes a la que

construyd, pero desplazadas C unidades verticalmente sobre el eje y).
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La conexidén matemaética emergid porque los estudiantes una vez utilizada la formula para
integrar funciones polinomiales, obtienen en la antiderivada resultante una constante de
integracion C. En el caso particular de E2, si bien eshoza a f(x) = x3 — 3x2, es decir,

cuando C = 0 (Figura 15), reconoce el significado grafico de la constante de integracion.
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Figura 15. Representacion gréfica de una funcion primitiva hecha por E2 cuando C = 0.

7.2 siempre acompafa al resultado de una integral indefinida
Esta es una caracteristica de la integral indefinida en comparacion con la definida. Es decir,
si se deriva una funcién polinomial f(x) y luego se pide su integral, entonces en la funcién
antiderivada la C ocupa el lugar de algun término independiente presente en la funcién
original f(x). Por tanto, la antiderivada siempre estard acompafiada de la constante de
integracion en el resultado (ver extracto de E3 y Figura 16). Esta conexion matematica fue
hecha por 4 estudiantes.

Entrevistador: y esta C ¢qué significa (se le sefiala en el resultado que escribe para la

integral indefinida [ 6xdx)?

E3: es una constante.

Entrevistador: en otras palabras ¢eso qué quiere decir?

E3: esta es la parte que no cambia de la integral.

Sé”*é“ - é.?_:..:.’:.: 3xEr(

Figura 16. Resultado de E3 para la integral [ 6xdx.
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Por los argumentos que esgrime E3, asi como por las producciones escritas que realiza en
distintos momentos de la entrevista, se identifica que reconoce esta caracteristica de la

integral indefinida, es decir, que siempre lleva una constante de integracion.

8. El diferencial en una integral indica respecto de qué variable se va a integrar la funcion
Los elementos que constituyen una integral de la forma [ f (x)dx son: el signo o simbolo de
integracion ( [ ), la funcién integrando (f(x)) y el diferencial (dx). El significado de este
ultimo es primordial cuando se tiene mas de una variable (integrales dobles o triples), es
decir, indicar con respecto a qué variable se debe integrar (ver extracto de E9). Esta conexion
matematica entre dx y su significado en el contexto de la integracién es identificada en la
produccién de 4 estudiantes.

Entrevistador: ¢Sabes qué significa esa dx (se le sefiala el dx que E9 escribid en la

integral [ 6xdx)?

E9: Diferencial de x.

Entrevistador: Pero ¢tiene algun significado o por qué se le agrega?

E9: Porque es en lo que tienes que valorar x, por ejemplo, si tuvieras otra variable

podria ser diferencial de t, diferencial de k, siempre va a estar referida al valor de x

(variable). Si tuviera otra constante so6lo se evaluaria en x.

4.1.2 Conexiones matematicas asociadas al Teorema Fundamental del Célculo

ElI TFC relaciona el Céalculo Diferencial y el Calculo Integral mostrando que la diferenciacion
y la integracién son procesos inversos. Ese teorema es esencial en Bachillerato ya que es el
primer contacto del estudiante con la matematica formal normada por teoremas que rigen la
relacion logica de los contenidos matematicos. Ademés, como la DGB (2013b) sefala
“propicia en el alumnado una evolucion en sus capacidades de abstraccion y razonamiento
que conlleva a una madurez matematica, misma que le serd de utilidad en sus estudios
superiores” (p. 7). Esto Gltimo, es vital porque los estudiantes tendran un contacto mas formal
con la matematica en sus estudios superiores y el TFC serd base para un gran nimero de
contenidos matematicos, ademas de su utilidad practica para resolver problemas de

aplicacion.
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En ese sentido, es claro que los estudiantes construyen conocimientos basicos o
intuitivos en relacion con el TFC en el preuniversitario, los cuales incorporan a su sistema de
creencias. En los datos identificamos en las producciones verbales y escritas conexiones

matematicas que pueden ser agrupadas en torno al TFC. Estas se describen enseguida.

9. La derivaday la integral son operaciones inversas

Esta conexion matematica establece con mayor fuerza la relacién matematica existente entre
la derivada y la integral como operaciones inversas y, por lo tanto, lo que una hace la otra lo
deshace. Matematicamente, esta es la idea de la primera parte del TFC. Esta conexion

matematica emerge en tres momentos distintos, primero en las tareas algebraicas. En este
. . d d
caso, cuando los estudiantes fueron motivados a comparar - [[3x2dx]y [ [E 3x2] dx (ver

extracto de E13), pero también cuando realizan el calculo de la derivada de la integral de una
funcién polinomial o la integral de la derivada de una funcion polinomial (ver extracto de

E12 y Figura 17). En las tareas algebraicas se hizo presente con una frecuencia de 10.

Entrevistador: ¢para ti esa operacion (se le sefiala [ [% 3x2] dx)y este otro (se le sefiala

:—x [[ 3x% dx]) son iguales o diferentes?

E13: el resultado es el mismo.

Entrevistador: entonces ¢no importa el orden en que se realicen las operaciones?

E13: aja

Entrevistador: y ¢cudl es la razon?

E13: que, si integras y derivas, después te va a dar lo que integraste. Y si derivas y

después integras, te va da a dar lo que hayas derivado.

Entrevistador: en este espacio ¢podrias calcular la integral de esa expresion (se le indica
la derivada f'(x) = 6x que él obtuvo previamente)?

E12: si (s6lo escribe f(x) = 3x?).

Entrevistador: ¢qué es lo que hiciste?

E12: una manera es que la derivada y la integral son funciones inversas, entonces al

momento de derivar, si ya sé que esto es una derivada y quiero integrarla, como son
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inversas solo se regresa lo que de por si era, que es esta (sefiala a f (x) = 3x2 que era

la funcion origina que él derivo anteriormente), o podria ser también con la formula.
Z
an
——/[/f 3x? dx] = f (3x2) dx =
dx
/

35 I xT

Figura 17. Respuestas escritas de E12 al resolver :—x [[3x%dx]y [ [;—x 3x2] dx.

Este las tareas graficas, la idea de la derivada y la integral como operaciones inversas se
- - ’ - . d 3 2
identifico en las respuestas de 2 participantes. Estos reconocen que E(x —3x°+3) =

[(3x? — 6x)dx, que corresponden a las representaciones algebraicas asociadas a las graficas
que se les proporcionaron (ver extracto de la entrevista a E3).
Entrevistador: ahora puedes ver otra gréafica. Esta corresponde a una funcion derivada
¢puedes construir la grafica de su antiderivada? ¢Sabes qué es una antiderivada?
E3: si, es lo mismo que una integral. (Empieza a escribir y = 3x? — 6x guiada por la
actividad anterior; parece darse cuenta de la caracteristica inversa de las gréficas).
Entrevistador: ;como sabes que es esa funcion?
E3: porque fue la que me pusieron hace rato (se refiere a la grafica de la derivada que
construyo en la actividad anterior).
Entrevistador: bueno.
E3: (empieza a integrar la funcion derivada que escribid, o sea, a f (x) = 3x2 — 6x)
Entrevistador: ; Me puedes indicar qué estas realizando?
E3: algo hice mal alla (se refiere al ejercicio anterior)
Entrevistador: ¢Por qué?
E3: porque no me da.
Entrevistador: ¢a qué te refieres?
E3: [...] ¢como lo explico? A ver... me dicen que calcule una integral ¢no? De ahi
sale la derivada [de la funcidn], luego si me dan esa misma derivada y me piden que
la integre me tiene que dar lo mismo que aca (sefiala la funcion derivada dada), pero,

(revisa sus calculos y después de un rato dice) jAh, pues ya! Eso se refiere a la constante
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(sefiala con un dedo la constante 3 que aparece en la actividad anterior y la constante
de integracion que obtuvo en su ultimo céalculo, dado que su resultado fue: f(x) =
x3 — 3x% + C). Entonces si estaba bien.

Del extracto anterior se infiere que E3 utiliza la reversibilidad entre la derivada y la integral

para deducir el valor que debe tener C (Figura 11); sin embargo, la costumbre escolar le
n+1
obliga a utilizar la formula [ x™dx = ’;T + C para integrar la funcion f(x) = 3x? — 6x

para encontrar la antiderivada que se le pide y, ademas recurre al registro tabular para

encontrar los puntos que forman parte de la funcion que se le pide esbozar (Figura 18).
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Figura 18. E3 utiliza la relacion entre la derivada y la integral para decidir el valor de C.

La conexion matematica entre la derivada y la integral como operaciones inversas
también se identifico en una pregunta final en la que se pidi6 a los estudiantes realizar una
visién retrospectiva acerca de resolucion de los problemas planteados (en las tareas de
resolucion de problemas de aplicacion) y de las tareas resueltas. La pregunta se centré en la
relacién que ellos reconocian entre la derivada y la integral (ver extracto de la entrevista a
E2). En esta pregunta retrospectiva se encontré la mayor frecuencia, ya que en 22 de los 25
participantes se reflejo que en el sistema de creencias de los estudiantes existe esta conexion
matematica.

Entrevistador: [...] A partir de los problemas que resolviste o bien de tus conocimientos

previos ¢crees que existe alguna relacion entre la derivada y la integral?

E2: pues si, si creo.

Entrevistador: ;cual es esa relacion?
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E2: pues, [...] la derivada y la integral estan relacionadas, ya que a partir de una
podemos obtener la otra, es decir, son procesos contrarios. Por ejemplo, si tenemos una
funcion y la derivamos obtenemos una nueva funcién, pero si a esta nueva funcién la
integramos obtenemos la anterior. O sea, si estan relacionadas.
En la respuesta de E2 se identificd la procedencia de esa conexion. El refiere que le fue
ensefiada por su profesor, pero también refiere que ha validado esta conexion matematica
mediante la resolucidén de ejercicios. Es posible que esto sea asi porque ha trabajado
generalmente con funciones polinomiales en situacién escolar.

Otros estudiantes reconocen la relacion entre la derivada y la integral a partir de
conceptos fisicos, en particular de la posicién, velocidad y aceleracion de un objeto. Por
ejemplo, E3 explico:

E3: [...] si estds en la velocidad, tienes que integrar para llegar a la [funcién que

describe a la] posicion y, de la posicién tienes que derivar para poder sacar la [funcion

que describe a la] velocidad.

Por otra parte, esta conexion matematica es central para determinar la concepcion que
algunos de los participantes tienen de la derivada y la integral. En particular, utilizando esta
conexién matematica definen lo siguiente:

= Laintegral es la operacion inversa de la derivada (15 estudiantes, 60%).

= Laderivada es la operacién inversa de la integral (4 estudiantes, 16%).
En relacion con la primera, quienes lo hacen consideran que, una vez derivada una funcion
f(x), si se quiere volver a la funcion original, entonces habra que integrar el resultado de la
derivada (ver extracto 33). Es decir, para ellos integrar es deshacer lo que hicieron con la
funcion al derivarla.

Entrevistador: bueno, para ti ¢qué es la integral?

E3: la integral es para obtener [...] lo que iba antes de hacer una derivada, o sea, es

como que derivar, pero inverso.

Entrevistador: ok ¢tendré otra interpretacion?

E3: esa sirve para obtener areas, por ejemplo, en las graficas... mmm sirve para eso

pues, para las areas
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El estudiante E3 considera en otro episodio que con la integral puede verificar si el resultado
que obtuvo al derivar es correcto, es decir, funciona como un procedimiento para validar sus
resultados.

En relacion con asumir que la derivada es la operacion inversa de la integral, los
estudiantes asumen que si integran una funcion f(x) y luego quieren deshacer ese proceso,
entonces lo que deben hacer es derivar (ver extracto de E6). Con esto, reconocen que derivada
e integral son operaciones inversas, es decir, asumen en el discurso el enunciado de la primera
parte del TFC.

Entrevistador: Bueno. ¢Para ti la que es la derivada?

E6: ¢ La derivada?

Entrevistador: aja, lo que td entiendas, con tus palabras, lo méas sencillo que puedas.

E6: es la operacion contraria a una integral.
Asimismo, quienes hacen esta conexion matematica declaran que con la derivada pueden
comprobar que el resultado de su integral (indefinida) es correcto.

Finalmente, esta conexion matematica es fundamental para establecer las siguientes
conexiones que derivan inmediatamente de considerar la relacion matemaética existente entre

la derivada y la integral.

9.1 La derivada de la integral de una funcién polinomial es igual a la misma funcién

Dado que la derivada y la integral son operaciones inversas, los estudiantes enfatizaron en
sus respuestas esa relacion entre ambos conceptos. Ellos indicaron que “la derivada de la
integral de una funcién polinomial es igual a la misma funcion” (Figura 19). Esta conexion

matematica se identifico porque a los estudiantes se les propuso una tarea algebraica de la
forma ;—x [/ (3x?%) dx] y 15 de ellos, plantean en términos matematicos que % [f f(x)dx] =
f(x). Esto es cierto porque la funcién f(x) = 3x2 es continua en un intervalo [a, b], es
derivable y es integrable y, por tanto, satisface al TFC. Esta conexién matematica la hicieron
15 estudiantes.
Entrevistador: enseguida puedes ver otra operacion (se le sefiala la operacion
:—x [[ 3x% dx]). ¢sabes qué indica la simbologia? ;Me lo puedes decir?
E17: bueno, creo que esto es la derivada (sefiala a d /dx), entonces se cancelarian (traza
una diagonal que abarca la integral y la derivada).
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Entrevistador: ¢por qué se puede hacer eso?

E17: porque esto es derivada y, esto es integral (sefiala las representaciones algebraicas

correspondientes) y son procesos inversos.

Entrevistador: entonces ¢cual es el resultado?

E17: (escribe 3x2).
d 4 -
e - .
/a’x/H . dx]

3¢

Figura 19. Produccién escrita de E10 sobre la derivada de la integral de una funcién

polinomial.

9.2 La integral de la derivada de una funcién polinomial es la misma funcién

Esta conexién matematica es la inversa del subtema 9.1. Quienes la hacen estan reconociendo

que [ [dd—xf(x)] dx = f(x) cuando f(x) es una funcion polinomial continua en un intervalo

cerrado (ver extracto de E13 y Figura 20), es decir, una parte del TFC. Esta se identificd en

las producciones de 12 estudiantes.

Entrevistador: ahora tenemos otras operaciones (se le sefiala [ [% 3x2] dx). Aca te

piden la integral de la derivada de tres equis al cuadrado ¢cual es el resultado de estas
operaciones?

E13: seria lo mismo (dice mientras cancela la integral y la derivada con una diagonal,
al mismo tiempo que escribe como respuesta 3x?2).

Entrevistador: ¢qué es lo que harias entonces?

E13: nada mas quitar esto (cancela la integral y la derivada) y dejar nada mas tres equis

x &
Figura 20. Célculo de la integral de la derivada de una funcion polinomial hecha por
E13.

al cuadrado.
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E13 argumenta que la razon de su respuesta es que “si derivas y después integras te va da a
dar lo que hayas derivado”, es decir, la funcion original. En este caso, el argumento verbal
del estudiante es consistente con la forma en que obtiene su resultado algebraico, aunque no
ocurre lo mismo con todos los estudiantes.

Algunos de los participantes reconocen esa relacion entre la derivada, pero después de
hacer una revision retrospectiva de sus resultados y procedimientos. Una vez hecha esa
reflexion hacen esta conexion matematica, aunque guiados por la costumbre escolar* realizan
los calculos algoritmicos previamente, tal como les fueron ensefiados en el aula de clases.
Sin embargo, reflexionar sobre sus resultados y procedimientos les permite hacer la conexion

matematica que relaciona a la derivada con la integral y viceversa.

10. En una integral definida al limite superior evaluado en la antiderivada de f'(x) se le
resta el limite inferior evaluado en la misma antiderivada f'(x)
Los 16 estudiantes que hicieron esta conexién matematica reconocen cOmo operar
algebraicamente cuando tienen una integral definida. Es la manifestacion de la segunda parte
del TFC que mateméticamente establece que, si f:[a, b] — R integrable, es continua en el
intervalo [a, b] y g: [a, b]—R, es una antiderivada de f, es decir, satisface g'(x) = f(x),
entonces: f: f(t)dt = g(b) — g(a) [ver extracto de E23 y Figura 21].
Entrevistador: enseguida se presenta otra operacion ¢sabes qué representan esto (se le
sefialan los limites de integracion de flx 6xdx)?

E23: esos son el limite superior e inferior.
Entrevistador: ¢y la expresion en general?
E23: en general es un area, si N0 me equivoco

Entrevistador: ¢puedes resolver esa operacion?

4Por costumbre escolar nos referimos a la forma tradicional de dirigir el proceso de ensefianza-aprendizaje en
el aula de clases. En una clase de matematicas es el profesor el encargado de dirigir el proceso de ensefianza y
los estudiantes los obligados a aprender. Los profesores dictan las lecciones (clase magistral, ejemplos,
ejercicios y tareas), mientras que los estudiantes reproducen los métodos y estrategias que les fueron ensefiadas
por sus profesores donde el procedimiento algoritmico recibe el mayor énfasis. La reflexion por parte del
estudiante y la discusion grupal sobre diversas estrategias y métodos para resolver las tareas propuestas
mayormente estan ausentes. Ello forma en los estudiantes la creencia de que “las matematicas significan aplicar
formulas y reglas preestablecidas para obtener los resultados esperados”.

96



E23: si. Se saca la integral y se sustituyen los valores de equis (se refiere a los limites).
Si no mal recuerdo, este es b (sefiala al limite superior) y este es a (sefiala al limite
inferior) y se restan (los sefiala en la integral definida). Seis equis dx, ya lo hice aca
arriba y estos se sustituyen por un palito (coloca una vertical para sefialar los limites de
evaluacion). Es x y al sustituir por x (escribe 3x? — 3) seria esto.

Entrevistador: ¢qué representa o qué significa ese resultado?

E23: el area.
—-\6
X
6xdx =
lf.—,a’
X
z I ‘

Figura 21. Célculo de la integral definida por E23.

4.1.3 Conexiones matematicas asociadas a las representaciones graficas de funciones
derivadas o antiderivadas

Este grupo de conexiones matematicas se vieron favorecidas por las tareas graficas que
fueron planteadas, pero también por las representaciones graficas que modelaron los
fendmenos fisicos propuestos en los problemas de aplicacion. En este tipo de conexiones
matematicas el foco de atencion fueron las representaciones graficas asociadas a las
funciones polinomiales de grado 1, 2, y 3, asi como al significado grafico del término
independiente de una funcion. Estas conexiones matematicas fueron de utilidad para esbozar
la gréafica de la funcion derivada o antiderivada, pero también en la resolucion de los
problemas propuestos.

En este grupo se incluyeron 5 conexiones matematicas que son descritas enseguida.

11. La representacion grdfica...

En relacion con las tareas en donde dada una representacion grafica de una funcion
polinomial f(x) se pide a los estudiantes esbozar la gréfica de su derivada y viceversa, dada
la gréfica de f’(x) esbozar la gréfica de su antiderivada, los estudiantes hicieron 6 conexiones

matematicas. Para ello, los participantes primeramente requirieron las representaciones
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algebraicas asociadas a las graficas dadas (como se previo en el protocolo de la entrevista)
para completar las tareas. Una vez teniendo ese dato, completaron las tareas al mismo tiempo

que hicieron las conexiones matematicas que son descritas enseguida.

11.1 de una funcioén cuadratica o de segundo grado es una parabola
Los estudiantes que hacen esta conexion matematica identifican que una funcion polinomial
de segundo grado graficamente representa una parabola en el plano cartesiano (ver extracto
de la entrevista a E18 y Figura 22). Es decir, conectan una representacion algebraica con su
consecuente representacion en el plano cartesiano. Esta conexién matemaética aparece en las
producciones de 14 participantes.
Entrevistador: ya tienes tu funcion y tu derivada (se le sefiala a f(x) = x? — 3x% + 3
y la derivada f’(x) = 3x? — 6x que él obtuvo). ;Como puedes trazar la gréfica de la
derivada?
E8: tendriamos que darle un valor a x para poder representarla, [...]. De hecho, se
volveria una parabola, [...] porque como esta [grafica] est asi (sigue el trayecto de
f(x) con su lapiz), debido a que hay un elemento elevado [sefiala el término cubico] al
cubo, pero ahorita que la derivé la volvi mas simple, entonces me queda una parébola.

Cuando una expresion es cuadrética, representa una parabola.

Figura 22. Gréfica de f’(x) esbozada por E23.

Esta conexion matematica también se identifico en las tareas algebraicas. En particular,
cuando los estudiantes fueron interrogados sobre los elementos y significado de la funcion

f(x) = 3x? (ver extracto de la entrevista a E12) o cuando se les cuestioné sobre el resultado
de una integral definida que ellos calcularon (f1x6x dx) que resulté ser una funcién

cuadrética (f (x) = 3x% — 3).
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Entrevistador: ahi, ti puedes ver una funcion f(x) igual a algo (se le sefiala la funcion
f(x) = 3x?), ;me puedes decir qué significa esa expresion y cudles son sus elementos?
E12: representa una parabola, pero sus elementos, me parece que es asi (dibuja una

parabola concava hacia arriba).

11.2 de una funcion lineal o de primer grado es una linea recta
Diez participantes establecen una asociacion entre la presentacion algebraica de una funcion
lineal y su correspondiente representacion grafica, es decir, relacionan una funcion de grado
1 con una linea recta en el plano cartesiano (ver extracto de la entrevista a E24 y Figura 23).
Segun estos estudiantes, la inclinacion de la recta puede variar segin el valor que tenga la
pendiente, asi como su signo.
E24: [...] se supone que la grafica de la equis cubica es asi (dibuja la gréfica de una
funcién cabica estandar), la grafica de la equis cuadrada [funcion cuadratica] es una
parabola (hace una representacion de ella). Equis a la cero es asi (dibuja una linea recta
y horizontal), equis a la uno es asi (dibuja una linea recta creciente).

—

Al
7

Figura 23. Distintas representaciones que esboza E24 para una funcion de primer grado.

En otros episodios de la entrevista, los estudiantes dan cuenta de tener un buen dominio
de las representaciones algebraicas de las funciones polinomiales de primer grado. Por
ejemplo, en laresolucion de problemas de aplicacion se presentd el problema donde una recta
representaba la velocidad de un objeto y se les pedia encontrar la representacion algebraica
gue modelara la posicion del mismo en cualquier instante (actividad 3, parte 11l del
protocolo). Para ello, los participantes tenian primero que encontrar la funcién asociada a la
gréfica dada. En ese contexto, cuatro estudiantes (E3, E15, E23 y E25) refirieron que era
importante encontrar valores correctos de m y b para encontrar la ecuacién de la recta dada;

sin embargo, sus argumentos y acciones indican que desconocen el procedimiento
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matematico para hacerlo. Por ello, optaron por encontrarlos al tanteo buscando valores que
para cualquier par ordenado (x, y) satisficiera la representacion gréfica de la funcion lineal
dada. Es decir, una vez que eligen ciertos valores para m y b, comprobaron para algunos
valores especificos de x que la funcion satisficiera la gréafica (ver extracto de la entrevista a
E3).
Entrevistador: (Como encontraste esta expresion (se le sefiala a v(t) = —10t + 20,
que es la expresion que escribid E3 para la grafica dada)?
E3: porque es una grafica [de una funcion] lineal. Aqui sé que corta en 20 (sefiala el
corte de la gréfica con el eje y, es decir, el punto (0, 20)), si aqui tuviera cero (sefiala
la variable t presente en la funcion v(t)) va a cortar en 20 (se refiere al valor que
tomaria la ordenada cuando x sea cero). Luego, en uno (para la variable t) la gréfica va
hacia abajo, por lo tanto, sé que el signo de acé (sefiala a —10t de la funcion v(t)) debe
ser negativo; bueno, asi uno multiplicado por menos diez, me daria menos diez 0 menos
diez por uno es menos diez, mas veinte seria diez, que es lo que esta aca (sefiala al
punto (1,10)). Eso se cumple en la gréfica.
Por la respuesta de E3 se aprecia que considera mentalmente valores para m y b,
posteriormente verifica que la grafica dada contenga como puntos a las parejas ordenadas
que encuentra al sustituir distintos valores para la variable x en la representacion algebraica
de la funcion que encontro.
Por su parte, tres participantes (E8, E13 y E16) encuentran la ecuacién de la recta como
la ensefianza tradicional les dicta. Es decir, primero encuentran el valor de la pendiente m y
posteriormente, elijen un punto (x,y) por donde pasa la recta. Con esos dos elementos,
usando la ecuacion de la recta en su forma punto-pendiente y — y; = m(x — x;) encontraron
la ecuacidn buscada (ver extracto de E8 y Figura 24).
Entrevistador: enseguida se proporciona otro problema. Por favor, léelo y responde lo
que se plantea.
E8: Si. (Ubica dos puntos de la recta y encuentra el valor de la pendiente). Creo que
esta es su pendiente (sefiala el —10 que encontrd). Después, sustituiria en la ecuacion
de la recta que es (escribe y — y; = m(x — x;) Yy luego encuentra su ecuacion).
Entrevistador: ¢esa es la ecuacion que describe a la posicion de la piedra o qué

representa?
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E8: esta es la ecuacion de esta recta (sefiala la gréfica dada en el problema).

p(‘;‘o)Q(ZJG} q-—'b\| :m(_){-b(\_}
mn = @ -0

~ - 10 -0 = - -
> - l Y= 10 10 (X —~ ) \

Y-10 = —10x +10
Y -fo +ioxX =l = &

lb)(t.\;(..-?__o .':ﬁ ‘4:_'0“*'_?;9_

Figura 24. Procedimiento que E8 desarrolla para encontrar la ecuacion de la recta dada.

La figura 4 indica que el estudiante E8 ubica dos puntos de la recta y enseguida calcula el
valor de la pendiente. Posteriormente, apoyandose de este valor m y utilizando uno de los
dos puntos que localizo previamente, encuentra la ecuacion de la recta que representaba la

velocidad de la piedra en el problema planteado. E16 procede de manera analoga. Sin

20

- A or-
embargo, E13 para encontrar la pendiente calcula la razén ﬁ === —10 y utilizando el

valor de b = 20 (corte de la recta con el eje de las ordenadas) encuentra la ecuacién de la

recta haciendo uso de la formula y = mx + b (Figura 25).

_ oA TO
B ¥

Figura 25. Procedimiento de E16 para hallar la ecuacion de una recta.

11.3 del término independiente de una funcién es el valor donde corta al eje de las ordenadas
Esta conexion matematica se hace a partir de la informacion que ofrece la representacion
algebraica proporcionada al estudiante, es decir, f(x) = x3 — 3x2 + 3 (ver extracto de la
entrevista a E18). A partir de esta expresion, 5 participantes asocian el valor del término
independiente con su respectivo significado en la gréafica de la misma, es decir, lo con el corte
que tiene la gréfica en el eje de las ordenadas. Asimismo, en algunos casos son capaces de
apreciar el proceso inverso, es decir, a partir de la informacion visual que ofrece la grafica
de la funcion f(x) que se les proporciona, identifican el valor que debe tomar y cuando x es
igual a cero, es decir, el valor del término independiente asociada a la grafica dada.
Entrevistador: si tU conocieras la formula [representacion algebraica] que describe a la

gréfica dada ¢qué harias para trazar la grafica de la derivada?
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E18: la derivaria, después trataria de localizar donde se encuentra (parece referirse a
los puntos por donde pasaria la grafica).

Entrevistador: si esta es la expresion (se le proporciona f(x) = x3 — 3x2 + 3) cuya
representacion grafica es la que se te proporciona.

E18: a bueno, por ejemplo, aqui ya entenderia porque es asi (sigue la trayectoria de la
curva con su lapiz). Por ejemplo, aqui (sefiala el +3) tendria que ser mas tres porque
cuando tienes un [término] independiente significa donde corta en y, por ejemplo, aqui
es mas tres: uno, dos, tres (cuenta las unidas en el eje y) se encuentra aqui (sefiala el
punto (0,3)) y pasa por menos uno (sefiala el (2,—1)) porque tu cuando derivas la

funcion este nimero se convierte lineal (sefiala a —3x2), digo se le quita el exponente.

11.4 de una funcion polinomial puede prolongarse en ambos extremos
Cuatro estudiantes indican que el esbozo de la grafica que hacen, ya sea de la funcion
derivada o de la funcion antiderivada, es s6lo una porcion de la misma, sin embargo, esta
puede prolongarse tanto como uno quiera en ambos extremos (ver extracto de la entrevista a
E21 y Figura 26). Con ello, asumen que el dominio de una funcién polinomial de grado 2
(asociada a la funcion derivada que se les pidi0 esbozar) y 3 (asociada a la funcion
antiderivada que se les pidi6 esbozar) son todos los reales; de esta forma, siempre tendran su
correspondiente valor en el eje de las ordenadas.
Entrevistador: ¢qué crees que necesitas para hacer construir la funcién original de la
cual de obtuvo la grafica que se te proporciona, es decir, la funcién antiderivada?
E21: la funcién derivada.
Entrevistador: es esta (se le proporciona la funcion f(x) = 3x? — 6x).
E21: (la copia y parece encontrar su integral mentalmente).
Entrevistador: ;me puedes explicar cdmo obtuviste esa nueva funcion? (se le sefiala la
antiderivada que obtuvo).
E21: como aqui ya nos estd dando la derivada, pues, traté de buscar la funcion antes de
que la derivaran, porque aqui se bajaria el tres (el coeficiente de la antiderivada), como
se le resta uno [al exponente] da esto (sefiala el 2, exponente del término cuadratico de

la funcion derivada), y estos se multiplican (sefiala el exponente 2 y el coeficiente 3 de
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la funcién antiderivada), da seis y, a esto se le resta uno (exponente del término
cuadratico de la antiderivada) da x.

Entrevistador: ¢podriamos decir que lo hiciste al reves? Es decir, ¢pensaste primero en
una funcién y viste si su derivada se correspondia con la funcién que se te dio?

E21: si.

Entrevistador: ¢podrias construir la grafica de esa funcion (se le sefiala la funcién
antiderivada que encontrd previamente: f(x) = x3 — 3x2)?

E21: (construye una tabla de valores, luego ubica los puntos en el plano en el intervalo
[—1, 3] y los une para formar la curva pedida).

Entrevistador: ¢qué pasa en los extremos, hay gréafica?

E21: si, aqui es para abajo (sefiala el intervalo (—oo, —1]) y aqui es para arriba (sefiala

el intervalo [3, +00)).
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Figura 26. Construccion de la funcién antiderivada hecha por E21.

11.5 de una funcion cubica o de tercer grado es como una “S” acostada ( N o U\)

Tres estudiantes hacen esta conexién matematica cuando asocian a una funcién cubica con

una S alargada y acostada en su representacion grafica. Segun ellos, la representacion gréafica

adquiere diferentes formas segun los valores y signos de los términos cubicos, cuadraticos y

lineales, asi como el valor del término independiente (véase el extracto de la entrevista a E7

y Figura 27). De los tres estudiantes que hicieron esta conexion matematica, uno hizo una

representacion grafica para referirse a una funcion cubica (Figura 5), mientras que los otros

dos, con gestos simularon dibujar con un dedo una representacion grafica de la funcion cubica

y, declararon verbalmente que estas representaciones eran similares a una "'S" acostada (N

oU\).
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Entrevistador: Aqui puedes ver indicada la gréfica de una funcion f (x) cuya expresion
no esta dada, ¢podrias graficar en este espacio la derivada de esta funcion?

E7: Si (dice mientras escribe inicialmente x3).

Entrevistador: ; COmo sabes que debe ser una expresion de grado 3?

E7: Pues es equis cubica, dependiendo de la expresion a integrar serén los puntos donde
suba o baje la grafica. La equis cubica, la identifico como una “S”, muy delgadita, que
pasa asi (eshoza la grafica de una funcion cubica), y se va, ya solo quiero una equis

cuadrada que coincida con esta (sefiala a la gréafica dada).

Figura 27. Representacion grafica de una funcion cubica hecha por E7.

12. La forma de una representacion gréafica asociada a una funcion polinomial permite
identificar el grado de esta
Una representacion grafica asociada a una funcion polinomial puede ayudar a saber si
corresponde a una funcion de grado uno (lineal), de grado dos (cuadratica) o de grado tres
(cubica). Por ello, en los argumentos de 8 estudiantes aparecid esta conexién matematica.
Los estudiantes pese a que no pueden determinar las representaciones algebraicas asociadas
a las gréficas, si pueden saber de qué grado son (ver extracto de la entrevista a E22 y Figura
28) con el apoyo visual que ofrecen las graficas proporcionadas.
Entrevistador: [...] Aqui tG puedes ver la grafica de una funcion f(x) cuya expresion
algebraica no estd dada. ;Podrias...?
E22: es una [funcidn] de tercer grado.
Entrevistador: ;como sabes que es de tercer grado?
E22: por que mire, supongamos que esta este (escribe x) [...], esta es de forma lineal
(dibuja rectas, que luego borra) positiva o negativa dependiendo del valor que nos den.
Cuando [la variable] esta elevada al cuadrado, [entonces] son parabolas, dependiendo

puede abrir hacia arriba o hacia abajo. Ya pues en este caso, las de tercer grado se
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parecen a las de primero, son como culebritas, [...] en este caso (sefiala la grafica dada)

es una de tercer grado.
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Figura 28. Representaciones graficas auxiliares dibujadas por E22 para explicar el

significado de “forma” de una gréfica.

Por los argumentos que esgrime E22 es evidente que, con forma de una grafica, hace
referencia a la concavidad de ellas, los ceros de la funcion, el signo del coeficiente del término
lineal, cuadratico, cubico o cuartico, asi como al grado asociado a la representacion
algebraica correspondiente. En ese sentido, para él, una representacion grafica ofrece
informacion visual para determinar estos elementos, pese a que no puede encontrar
algebraicamente la funcion asociada a la grafica que se le proporciona.

Esta conexion matematica parece permear en las otras conexiones que los estudiantes
establecen, en particular aquellas relacionadas con las caracteristicas que tiene la grafica de

una funcién lineal, cuadrética y cubica.

4.1.4 Conexiones matematicas asociadas a conceptos biologicos

Estas conexiones matematicas fueron posibilitadas por las tareas 1 y 3 de la parte IV
planteadas en el protocolo de la entrevista. En el 1, dada la representacion algebraica que
modela la poblacidn total de cierta especie de animales se pidié a los estudiantes encontrar
otra representacion algebraica que sirviera para calcular la velocidad de crecimiento vy,
ademas, que calcularan la velocidad en t = 2. Mientras que el problema 3 es el inverso.
Ambos problemas involucraron conceptos extramatematicos y en particular, biolégicos, tales

como velocidad de crecimiento de una poblacién y poblacién total de una especie de
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animales. Esta exploracion entre conceptos matematicos y de otra disciplina, favorecio la

aparicion de cuatro conexiones matematicas que se describen enseguida.

13. Calcular la velocidad de crecimiento de una especie significa encontrar la derivada de
la representacion algebraica asociada a la poblacion total
Los 14 estudiantes que hicieron esta conexién matematica refieren que, si en un problema se
les proporciona una funcidn o representacion algebraica que modela cierto fendmeno y se les
pide calcular la velocidad de crecimiento, entonces el célculo solicitado es la derivada. Es
decir, utilizan el término “velocidad” como conector para decidir el uso de la derivada (ver
extracto de E5 y Figura 29). Para esto, se guian de la expresion algebraica proporcionada y
la pregunta asociada al fenémeno modelado.
Entrevistador: enseguida se plantean algunos problemas, Iéelos y trata de resolverlos.
E5: (lee el problema 1 y derivada la funcion que modela a la poblacion total de
animales. Enseguida sustituye el valor de t = 2 en la funcion derivada para responder
la segunda pregunta).
Entrevistador: ¢me puedes indicar qué hiciste?
E5: [...] para calcular la velocidad de alguna expresion, seria la primera derivada, es lo
que hice. Como me piden la velocidad de crecimiento de la poblacién ya me estan
dando el valor de t, te dije que la velocidad era la primera derivada, entonces s6lo

sustitui el 2 en donde estaba la t.

1, Lapoblacién de cierta especic de enimales se ealoula mediants 13 sxpresidn
p(e) =23 -2 + 100
Dounde ¢ (Hempo) estd medido en afips, -
E__maeaw una expresidn que permita calewtar la velocidad de crecimienta de la Poblaciin para euclquier

o f'{::éiz—?t{-

¢ Cudl es la velocidad de erecimiento de Iz poblacicn ent = 27

()= 2(12) = ¢(4)-d=24-H=20

Figura 29. Célculos efectuados por E5 para resolver el problema 1.

Otro estudiante que también utiliza la palabra “velocidad” como conector para decidir el uso

de la derivada es E2, tal como se puede apreciar en el siguiente extracto:
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Entrevistador: en la siguiente parte de la entrevista se plantean algunos problemas y
dos preguntas por cada uno. Te pido que leas cada problema y trata de resolverlos.
E2: Ok. (Empieza a resolver el primer problema. Después de un rato derivada la
funcion p(t) dada y luego evalla para t = 2 en la derivada que obtuvo).
Entrevistador: Me puedes explicar ¢qué hiciste?
E2: pues se dice que esta es la expresion de la poblaciéon de una especie (sefiala a la
funcion p(t)) donde el tiempo esta dado en afios, el tiempo se representa por t. Dice
que encuentre la expresion que ayude a calcular la velocidad de crecimiento. Recuerdo
que para calcular la velocidad derivdbamos la expresion; para calcular la expresion de
la velocidad derivamos la anterior (sefiala a p(t) = 2t3 — t? + 100) y pues me da
como resultado esto (sefiala la funcion derivada p’(t) = 6t% — 2 que obtuvo). Luego,
dice que ¢cual es la velocidad de crecimiento de la poblacién en t = 2? Y bueno, aqui
sustitui, sélo que lo hice mas directo. Sustitui el 2 para t y pues me da este resultado
(sefala el 20 que obtuvo como resultado).
Entrevistador: ¢Por qué se te ocurrié utilizar la derivada aqui (se le sefiala la primera
pregunta)?
E2: por velocidad (encierra la palabra velocidad); en fisica vimos algo parecido que
podiamos utilizar el Calculo Diferencial e Integral en diferentes aplicaciones.
Tanto en la respuesta de E2 como de E5 se identifica que ambos estudiantes recurren al
sistema de creencias atribuido a la fisica y al Calculo, en particular en la relacién que los une,
es decir, en el uso de la derivada para resolver problemas extramatematicos que solicita
calcular velocidades. Sin embargo, es probable que en situacidn escolar también hallan
resuelto problemas similares, dado que en el programa de estudio de Calculo Diferencial se
plantea dentro de las competencias a desarrollar en los estudiantes que éstos, resuelvan
“grafica y algebraicamente derivadas para resolver problemas de fisica, quimica, naturales,

sociales, econémicos, administrativos y financieros” (DGB, 2013a, p. 24).

15. La integral de la funcion velocidad de crecimiento r(t) de una poblacion es la funcién
poblacion total
Los 12 participantes que hicieron esta conexion matematica reconocen la relacion

matematica existente entre la velocidad de crecimiento de cierta especie de animales, vista

107



como una funcion polinomial, y la poblacion total de la misma. De esta manera, asumen que
la integral de la funcion r(t) (que modela la velocidad de crecimiento) les ayuda a obtener
la funcion p(t) (que modela la poblacion total) mediante el célculo de una integral (ver
extracto de E4 y Figura 30).

Entrevistador: ok. Pasemos al siguiente problema (se le sefiala el problema 3).

E4: (lee) ahorita podriamos integrar.

Entrevistador: ¢por qué?

E4: porque te estd dando la velocidad, por asi decirlo, pero tu quieres saber la poblacién

total.

Entrevistador: ;cémo sabes que te estan dando la velocidad?

E4: porque dicen que esta creciendo a una razon, cuando te estan diciendo eso, bueno

es velocidad.

Entrevistador: ok. ¢ Lo puedes hacer?

Deysi: (integra la expresion p(t) y obtiene como resultado r(t) = 2t3 — t2).

. 3. Una pablacién de animales estd creciendo a una razén de r(t) = 6t2—2¢ por afio.
Encuentra la funcidn que describe la poblacién total en determinado tiempo,
Yoxi-24

) 0
i S—L—_ - 25‘ 141

_g__t..s——;—‘.(t - 'LJUB‘—' {:Z.
Si la poblacién inicial es de 100 animales, ; Cudl es Ia funcidn que describe la poblacion total?

20% —-+¢2 2\00

Figura 30. Produccion escrita de E4 para resolver el problema 3.

13. En [r(t)dt = p(t) + C la constante de integracion C significa poblacion inicial de
animales

En la expresion [ r(t)dt = p(t) + C, r(t) modela la velocidad de crecimiento de una cierta
especie de animales, mientras que p(t) la poblacion total. Por tanto, los 11 estudiantes que
hicieron esta conexion matematica hacen referencia sélo al significado de la constante de
integracion que se obtiene al integrar la funcion que modela la velocidad de crecimiento (ver
extracto de E13y Figura 31). En este sentido, los estudiantes asocian un concepto matematico
(constante de integracion) con uno extramatematico (poblacion inicial de animales).

Entrevistador: pasemos a la siguiente pregunta del problema planteado (tarea 3).
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E13: (lee la pregunta del problema 3 y escribe p(t) = 2t3 — t? + 100) seria esa.
Entrevistador: ¢por qué?

E13: porque si [se] habla de poblacion inicial, entonces en t el valor seria cero. Ya no
estan contando nada, no se estan contando cuantos afios pasaron, ni nada y, si dice que

la poblacion inicial es cien, se tiene que sustituir el cien en C.

3. Una poblacién de animales esté creciendo a una razén de 7(¢) = 6¢2 — 2¢ porafic.
Encuentra la funcion gue describe la poblacion total en determinado tiempo.

feetae = € [rtffn= 243 -42ac

Si fa poblacion inicial es de 100 animales. ;Cudl es Ia funcion que deseribe la poblacion tatal?

2L el Tl DB

Figura 31. Resolucion de E13 al problema 3.
16. El resultado de p’(2) = 20 significa que justo en el segundo afio la poblacién aumentd
20 especies

La tarea b del problema 3 proponia calcular la velocidad de crecimiento en un tiempo
especifico, t = 2, es decir, p’(2) y la pregunta auxiliar durante la entrevista fue ¢ qué significa
el resultado que el estudiante encuentra? Al respecto, 7 estudiantes indicaron que justo en 2
afios la poblacion aumento 20 especies (ver extracto de E24).

Entrevistador: ese 20 (se sefiala la respuesta del estudiante a la pregunta b del problema

3) ¢qué quiere decir o qué significa?

E24: es la velocidad de crecimiento de la poblacién.

Entrevistador: y, en otras palabras, ese 20 ¢qué significa?

E24: crecimiento... o sea, segin yo, si se supone que la t es tiempo, entonces serian 2

afios, entonces se podria decir que en 2 afios la poblacién crecié en 20 [animales]. Es

lo que yo puedo observar.

4.1.5 Conexiones matematicas asociadas a conceptos fisicos

Los problemas (2 y 4) que planteaban el calculo de la posicién de un objeto y su velocidad,
conceptos relacionados con la fisica, posibilitaron que surgieran conexiones matematicas
asociadas a estos conceptos fisicos. Es probable que en las clases de matemaéticas se
propongan algunos problemas similares, tal como lo manifestaron algunos participantes
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durante la entrevista, ademas de que el plan de estudio correspondiente a los cursos de
Célculo Diferencial y Célculo integral lo consideran como contenido extramatematico (DGB,
2013a, 2013Db). Posiblemente esto posibilitd que surgieran cinco conexiones matematicas

asociadas a conceptos fisicos que se describen enseguida.

17. La integral de la funcion aceleracion de un objeto es su velocidad y la integral de la
funcion velocidad es su posicion
El problema 4 ofrecia una grafica que modela la velocidad de un objeto lanzado hacia arriba
con velocidad inicial de 20 m/s y se pedia encontrar la formula (representacion algebraica)
que permite calcular la posicion de dicho objeto. Esto permitié que 15 estudiantes declararan
que, si v(t) modela la velocidad de un objeto, entonces [ v(t)dt es la posicion del mismo
en determinado tiempo (ver extracto de la entrevista a E3 y Figura 32).
Entrevistador: [...]Ahi puedes ver planteado otro problema. Léelo y trata de resolverlo
(se le sefiala el problema 4).
E3: (lee el problema, luego escribe en forma vertical x, v, a, en seguida pinta una flecha
que va de v a x, esto lo acompafia del simbolo integral. Posteriormente escribe v(t) =
—10t + 20. Finalmente, integra esta funcién y obtiene s(t) = —5t2 + 20t + C).
Entrevistador: ¢;me puedes decir qué hiciste?
E3: esto es lo que le decia hace rato (sefiala lo que escribié x, v, a) que es como si
tuviéramos que x representa a la posicion, v es velocidad y aqui la a seria aceleracion.
Si se quiere pasar de la velocidad a la posicidn se tiene que integrar, o sea, si van hacia
acé (indica la flecha que va de v a x), se integra. Si van hacia este lado (indica las flechas
con un sentido diferente e inverso, es decir, que va de x a v) se deriva. Y aqui lo que
me estan dando es la grafica de la velocidad. Si encuentro la [funcidn asociada a la]
gréafica tendria lo que es la velocidad, ya de la velocidad tendria que pasar a la posicion.

Otros estudiantes hicieron esa conexién matematica cuando se les pregunta sobre la relacion
existente entre la derivada y la integral (ver extracto de la entrevista a E7):
Entrevistador: A partir de los resultados que encontraste en este cuestionario o de tus
conocimientos previos, ¢crees que existe una relacion entre la derivada y la integral?
E7: Si.
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Entrevistador: ¢ Cual es esa relacion que existe entre ellas?

E7: Por ejemplo, [...] si tienes la posicion de una funcion que te rige el lugar exacto en
donde va a estar x particula, con la derivada puedes tener su velocidad y su aceleracion,
pero si tienes su velocidad y su funcion, puedes calcular el lugar en donde va a estar

[con la integral], es decir, la funcidn que va a regir la posicion exacta.

4 1a veloadad v do w cuarpd lanzads verticalmente hacin amriba con woa velocidad inicial
: di
racties por segundo ostd zepresentado en Ja siguieste grificar €20
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T | y 1ok310
S_@y‘azo - —10& 3+ ApL 4L = A4 2000 ¢
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SCudl es la fonmula de la funcidn que dG ta pasicién que rige ¢ talmovimiento?

s
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Figura 32. Produccién escrita de E3 al resolver el problema 4.

Asimismo, 4 de estos 15 estudiantes declararon que, si a(t) modela la aceleracion de un
objeto, entonces su velocidad es [ a(t)dt = v(t), es decir, la integral de la funcién
aceleracion es la funcion velocidad (ver extracto de la entrevista a E12).
E12:[...]. La derivada puede ser partiendo desde la posicion a la velocidad y partiendo
de la velocidad a la aceleracién. Con la integral es al revés, partiendo de la aceleracion
puedo llegar a la velocidad y de la velocidad a la posicién. Son s6lo operaciones
inversas (se refiere a la derivada y la integral) que si van juntas se cancelan y, que una

evalla a la pendiente de la funcion y la otra el area que tiene debajo.

18. La derivada de la funcién posicién de un objeto es su velocidad y la derivada de su

velocidad es su aceleracion
Esta conexion matematica es inversa a la anterior, dado que también relaciona a la posicion

con la velocidad, pero partiendo del primer concepto. En ese sentido, 14 participantes
refirieron que si s(t) modela la posicion de un objeto, entonces %s(t) es su velocidad en

determinado tiempo (ver extracto de la entrevista a E23 y Figura 33).
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Entrevistador: esta es la funcién que representa a la posicion de la piedra (se le
proporciona la funcion que describe a la posicion del objeto para el problema 2) ;qué
crees que se debe hacer para encontrar la solucion?

E23:[...] Como le habia dicho anteriormente, es posicion, velocidad y aceleracion, es
de fisica (escribe verticalmente p, v y a). Estamos hasta acé arriba (sefiala la p de
posicion) si nosotros bajamos (sefiala la v de velocidad) tenemos que derivar. Entonces
(copia s(t) que modela la posicion del objeto). Lo que vamos a hacer es derivar (calcula
la derivada de s(t)). Entonces, la velocidad es menos diez t més veinte (sefiala su
resultado s'(t) = —10t + 20).

2. Laposicitin devna pledra lanzada verticalmente esti representadn en la siguiente grifies, donde 5 ¢s
medida on metros y t, el tiempoa, en segundos,
5 i [ 5
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Figura 33. Produccion escrita de E23 al resolver el problema 2.

Por otra parte, 9 de los 14 estudiantes que hicieron esta conexion matematica, indican ademas
. . . d apsoz
que, si v(t) modela la velocidad de un objeto, entonces Ev(t) permitira encontrar su

aceleracién en algun instante t. Si bien en el protocolo de la entrevista no se pidio calcular la
aceleracion, los estudiantes hacen esta conexion matematica porque fueron instruidos sobre
la relacién matematica que guarda la posicion, la velocidad y la aceleracion como ellos
refieren durante la entrevista (ver extracto de la entrevista a E12) y tal como lo contempla el
programa de estudio de Calculo Diferencial (DGB, 2013a).

Entrevistador: a partir de las actividades que realizaste o de tus conocimientos previos,

¢crees que existe alguna relacion entre la derivada y la integral?

112



E12: si, para empezar que ambas evaltan a una funcién cualquiera. La derivada puede
ser partiendo desde la posicion a la velocidad y partiendo de la velocidad a la
aceleracion. [...] Son sélo operaciones inversas que Si van juntas se cancelan.
En el extracto anterior, ademas de la conexion enunciada arriba se identifica una variedad de
conexiones matematicas que el estudiante establece al mismo tiempo. Es importante destacar
que esto lo hace mientras reconoce la direccion bidireccional entre la derivada y la integral,
la posicion y la velocidad, la velocidad y la aceleracion y, finalmente entre el calculo de la

pendiente de una recta tangente y el area bajo una funcion.

19. La velocidad de un objeto en su altura maxima es cero
Trece estudiantes refieren que si un objeto alcanza una altura méaxima en un tiempo t = a,
entonces su velocidad en ese instante es cero, es decir, v(a) = 0 (ver extracto de la entrevista
a E4 y Figura 34).
Entrevistador: podrias resolver el siguiente problema (se le sefiala la pregunta b del
problema 2).
E4: si (deriva la funcion posicion y calcula la velocidad para t = 2 en la derivada que
obtuvo previamente). La velocidad seria cero metros sobre segundos.
Entrevistador: ¢Qué significa ese resultado?
E4: por ejemplo, aqui son los dos segundos (sefiala en el eje de las abscisas el valor de
t = 2) y aqui se detiene (sefiala el punto maximo de la parabola), o sea, aqui no tiene

alguna velocidad. Cuando alcanza su punto maximo es cuando se llega a detener.

¢ Cudl es la velocidad de la piedra cuande han transcurrido 2 segundos, es decirent =27
A o Egh Ho 15
10 ~10(2)
| e on.l)f,f

Figura 34. Solucion dada por E4 a la segunda pregunta del problema 2.

20. Encontrar una funcion primitiva de la posicion de un objeto, dada una posicion inicial,
implica primero calcular una integral y segundo, resolver una ecuacion lineal
La pregunta b del problema 4 permite la aparicion de esta conexion matematica.

Matematicamente, plantea una ecuacion diferencial de primer orden con una condicion
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inicial, es decir, buscaba encontrar una funcién primitiva particular. Los 8 participantes que
hacen esta conexion matematica asumen que si v(t) modela velocidad de un objetoy s(1) =
4 es una posicidn inicial, entonces para encontrar la funcion primitiva que modela la posicién
en cualquier instante, primero, deben resolver la integral [ v(t)dt =s(t) +C v,
posteriormente, resolver la ecuacion 4 = s(1) + C. Con esto ultimo, ellos plantean que
encontraran el valor de C y finalmente, tendran la funcion primitiva particular que se les pide
(ver extracto de la entrevista a E3 y Figura 35).

Entrevistador: ¢si entiendes la segunda pregunta [del problema 4]?

E4: bueno si... (piensa durante un largo rato y dice) se sustituye. (Luego, escribe la

ecuacion 4 = —5(1)? + 20(1) + C y la resuelve. Su solucién es C = 11. Finalmente,

escribe como respuesta a s(t) = —5t% + 20t — 11).

Entrevistador: ;me puedes decir lo que hiciste?

E3:[...] Si transcurrido un segundo el cuerpo se encuentra a cuatro metros de distancia;

cuatro metros de distancia es lo que se pretende encontrar aqui (sefiala la funcién que

modela a la posicién previamente encontrada por el estudiante) que seria la posicion o

distancia. Que sea igual a cuatro es igual a esto (sefiala la ecuacion que escribid) y aqui

lo que estariamos buscando es la constante [de integracion], esa es la incdgnita. Ya

desarrollando todo esto llegamos al resultado de que la constante es igual a menos once.

Por lo tanto, la formula nos quedaria asi, menos cinco t cuadrada mas veinte t menos

once.

¢ Cudl es Ia formula de Ia funcién que dd la posicion que rige a tal movimiento?
~541 420k+C

¢Cudl es la férmula de la funcién posicion que rige a tal movimiento si transeurrido un
se encuentra a 4 metros de distancia, es decir, 5(1) = 4 m? n segundo, el cuerpo

43 -5 3 5500y &e

i

RIS -54{%40L— 11

e e T My

Figura 35. Célculos efectuados por E3 para responder la segunda pregunta del problema 4.
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21. El resultado de s’(a) = 0 significa que el objeto esta en reposoent = a
Los 6 participantes que hicieron esta conexién matematica indicaron que si s(t) es una
funcion que modela la posicion de un objeto, entonces s’(a) = 0 significa que el objeto esta
en reposo en el instante t = a (ver extracto de la entrevista a E8). Es decir, cuando el objeto
es lanzado existe un instante a cuando su velocidad es cero, entre el tiempo que es lanzado y
el que tarda en alcanzar el suelo, esto es, existe un instante a en que el objeto parece detenerse
0 estar en reposo y posteriormente empieza a caer 0 a moverse.

Entrevistador: ¢puedes responder la siguiente pregunta (se le indica la segunda

pregunta del problema 2)?

E8: si. (Sustituye para t = 2 en la funcion s'(t) = 20 — 10t) da cero.

Entrevistador: ¢qué significa ese resultado?

E8: que cuando han transcurrido o han pasado dos segundos, la piedra que se lanz6 se

gueda sin velocidad.

Entrevistador: graficamente eso ¢cémo se ve?

E8: se supone que en dos segundos debe tener una velocidad de cero (mientras ubica

un punto en (2,0) y en (2,20)). Es aqui cuando comienza a bajar (sefiala el punto

maximo) y por el efecto de la gravedad se queda sin velocidad.

4.2 Tipologia de conexiones matematicas identificadas

Las 22 conexiones matematicas de la tabla 8 tienen ciertas similitudes y caracteristicas que
permite categorizarlas en grupos bien definidos. Estas categorias se forman a partir de los
datos, es decir, de las conexiones matematicas que los estudian

tes hacen. Esta tipologia de conexiones matematicas que se ha construido se describe

enseguida.

4.2.1 Procedimental

Son aquellas conexiones matematicas donde se hace uso de reglas, algoritmos o formulas
gue establecen de manera predeterminada, dentro de un registro semiético, la forma para
Ilegar a un resultado (Tabla 9). De esta manera, los estudiantes recuperan de su sistema de

creencias aquellos procedimientos que les son de utilidad ante tareas especificas.
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Tabla 9. Conexiones matematicas procedimentales.

1. La derivada de una funcién polinomial de la forma f(x) = x™es f'(x) = nx™ 1.

n+1
2. La integral de una funcién polinomial de la forma f(x) = x™ es [ x"dx = J;T + C.

12. En una integral definida al limite superior evaluado en la antiderivada de f'(x) se le resta el limite
inferior evaluado en la misma antiderivada.

22. Encontrar una funcién primitiva de la posicién de un objeto, dada una posicion inicial, implica
primero calcular una integral y segundo, resolver una ecuacion lineal.

. L .- . . . d
Las conexiones matematicas descritas en la tabla 9 usan férmulas de derivada (E x" =

nx™"1), deintegral ([ x™dx = in—: + ), de la segunda parte del TFC (f;7 f(x)dx = F(a) —

F(b)) y la solucién de una ecuacion de la forma s(1) + C = 4, donde s(t) + € = [v(t)dt
para resolver las tareas propuestas a los estudiantes independientemente de la dificultad que
puede provocar el uso de cada de ellas. El uso de estas formulas les permite seguir un orden
predeterminado para llegar a la solucion, aunque otros estudiantes limitados por su sistema
de creencias previo, 0 bien no recuerdan las formulas que deben ser utilizadas o bien,
encuentran problemas para seguir el algoritmo que les permita llegar a la solucién correcta
de las tareas propuestas.

Las conexiones matematicas procedimentales encontradas en las respuestas de los
estudiantes utilizan formulas. Sin embargo, no estan limitadas sélo a esta caracteristica, sino
que esta categoria de conexiones matematicas incluye el uso de gréficas o esquemas siempre
que funcionen como procedimiento o via para llegar a la respuesta de una tarea que involucra
a cualquier concepto matematico. Por ejemplo, un estudiante podria utilizar la grafica de una
funcion f(x) cualquiera para esbozar la grafica de su derivada f'(x).

La importancia de las conexiones matematicas procedimentales reside en que ayudan
a simplificar el proceso para hallar una solucion, ademas de que establecen previamente un
orden gue debe ser seguido para llegar a una solucién matematica correcta. Esta tipologia de
conexiones demanda de los estudiantes recordar formulas y reglas especificas en cada caso;
sin embargo, esto no siempre resulta facil para el estudiante que en situacion escolar ha sido
acostumbrado a utilizar formularios especificos ante cada tipo de tareas. Esto imposibilita
que el estudiante comprenda y aprenda qué tipo de formulas o reglas pueden ser seguidas

ante cada tipo de tareas.
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4.2.2 Representaciones diferentes

Esta tipologia de conexion matematica se manifiesta cuando los estudiantes representan un
mismo objeto matematico utilizando distintas representaciones, por ejemplo, cuando
representan una funcién polinomial algebraicamente en una grafica en el plano cartesiano.
De esta manera, esta categoria de conexiones matematicas se manifiesta cuando los
participantes representaron un mismo objeto matematico en dos formas diferentes (o incluso,
equivalentes): algebraico-grafico, verbal-algebraico, algebraico-geométrico, etc. En esta
categoria se agruparon 11 conexiones matematicas construidas a partir de los datos (Tabla
10).

Tabla 10. Conexiones matematicas de representaciones diferentes.

3.1 f'(a) significa la pendiente de la recta tangente a f (x) en x = a.

5.1 La integral definida significa area bajo la curva.

5.2 El resultado de una integral definida significa area.

5.3 La integral es la suma de las areas de los rectangulos inscritos bajo la curva.

7.1 La constante de integracién C significa una familia de primitivas desplazadas verticalmente en el
eje de las ordenadas.

13.1 La representacion grafica de una funcion cuadratica o de segundo grado es una parabola.

13.2 La representacion gréafica de una funcion lineal o de primer grado es una linea recta.

13.3 La representacion gréfica del independiente de una funcion es el valor donde corta al eje de las
ordenadas.

13.5 La representacion grafica de una funcion ctibica o de tercer grado es como una “S” acostada
(Mo W)

21. La velocidad de un objeto en su punto maximo es cero.

23. El resultado de s’(a) = 0 significa que el objeto estd en reposo en t = a.

De las conexiones matematicas indicadas previamente (Tabla 10), dos corresponden a
representaciones algebraica-verbal (la 3.1 y la 5.2), seis a representaciones algebraica-gréafica
(la5.1, 7.1, 13.1, 13.2, 13.3, 13.5) v, los dos restantes a representaciones verbal-numérico-
grafico (la21y 23). Si bien en las dos primeras transitan de la representacion algebraica a la
verbal, las respuestas de los estudiantes hacen suponer que la representacién gréafica existe
en su sistema de creencias, aunque no lo manifiesten o desarrollen en sus producciones
escritas. En cambio, en las restantes conexiones matematicas que hacen, ademas de utilizar
dos representaciones diferentes como la algebraica-grafica o numérica-grafica, emplean el
lenguaje hablado (representacion verbal) en sus respuestas.

Esta tipologia de conexiones matematicas es de suma importancia, porque ademas de
ayudar a comprender mejor un concepto matematico al representarlo utilizando distintos

registros de representacion, puede ser de utilidad para argumentar una respuesta o solucion
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(por ejemplo, las conexiones matematicas 3.1 y 5.2 de la tabla 10). Asimismo, esta tipologia
de conexiones matematicas es importante en las tareas graficas porque los estudiantes en la
mayoria de los casos no son capaces de transitar de una grafica a otra grafica
(representaciones equivalentes), sino que requieren de representaciones auxiliares como la
algebraica, numérica y tabular para completar las tareas que se les proponen.

La habilidad de los estudiantes para representar un mismo objeto matematico utilizando
diferentes representaciones, por tanto, permite que hagan conexiones matematicas, pero
también les ayuda a lograr una mejora en su comprension matematica. En los datos
colectados también se observo que las presentaciones diferentes juegan un papel importante
en la resolucién de problemas de aplicacion, en particular para comprender el fendmeno
modelado y para argumentar acerca del significado de sus resultados tanto en términos

matematicos como en el contexto en el que esta planteado el problema.

4.2.3 Caracteristica

Esta tipologia de conexiones matematicas se manifiesta cuando los estudiantes identifican
para los conceptos matematicos algunas caracteristicas especificas que los hace diferentes de
otros. Estas cualidades de los conceptos son de ayuda en el momento de distinguir un
concepto matematico de otro, para diferenciar simbologias matematicas, la forma en que
pueden ser representados o pueden ayudar a identificar cierto orden en que puedan efectuarse
algunos calculos. Asimismo, la conexion matematica caracteristica se manifiesta cuando se
describen las propiedades de los conceptos. En los datos colectados se observd que cuatro

conexiones matematicas (Tabla 11) cumplen con esta caracterizacion.

Tabla 11. Conexiones matematicas caracteristica.

4. La derivada de una funcién polinomial es disminuir su grado en una unidad y la integral es
aumentar su grado en uno.

6. Una integral definida tiene limites de integracion.

7.2 La constante de integracion C siempre acompafia al resultado de una integral indefinida.

14. La forma de una representacion gréfica asociada a una funcién polinomial permite identificar el
grado de esta.

La conexion matematica 4 hace referencia al grado de la funcién derivada o integral en
comparacion con la funcion original y que permite reconocer la operacion que se esta

realizando. Por su parte, la 6 describe una particularidad de la integral definida que la hace
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diferente de la integral indefinida; la 7.2 hace alusion al resultado de una integral indefinida,
en particular de un rasgo que tiene la solucion y que permite distinguirla del resultado de una
integral definida y, finalmente, la 14 indica la relacion que los estudiantes distinguen entre la
forma de una grafica y el grado de la funcién polinomial asociada a ella.

La conexion matemaética caracteristica es importante en la clase de matematicas cuando
se trabaja diversas representaciones algebraicas que pueden producir confusion por su
estructura en los estudiantes, lo cual puede conducir a errores y concepciones alternativas en
el momento de resolver tareas concretas. Esto demanda que los estudiantes comprendan la
estructura matematica de los diversos conceptos matematicos y una forma de hacerlo es
comprendiendo las propiedades de esos conceptos y sus particularidades que, junto a otras

tipologias de conexiones matematicas ayude a tener una mejor comprension.

4.2.4 Reversibilidad

Esta tipologia de conexiones matematicas se vio favorecida por el tipo de tareas que fueron
propuestas y por los conceptos matematicos que fueron involucrados. Se distinguen porque
tienen la particularidad de ser bidireccionales, es decir, pueden partir de un concepto A para
Ilegar a un concepto B e invertir el proceso partiendo de del B para regresar al A. Esto implica
que los estudiantes pueden partir de un punto final y seguir el curso de un razonamiento hasta
Ilegar a un punto inicial y viceversa.

Las operaciones matematicas favorecen la aparicion de conexiones matematicas
reversibles porque cada una tiene una operacion contraria. En ese sentido, una sirve para
comprobar un calculo correcto de la otra, por ejemplo, cuando un estudiante integra una
funcién puede comprobar su resultado derivando (operacion inversa) el resultado de la
integral; si ambas funciones son iguales el estudiante habra validado su resultado. Esta
capacidad de concebir procesos reversibles posibilita conexiones matematicas reversibles, tal

como se identifico en los datos colectados (Tabla 12).

Tabla 12. Conexiones matematicas reversibles.

9. La derivada y la integral son operaciones inversas.

9.1. La derivada de la integral de una funcién polinomial es igual a la misma funcién.

9.2. La integral de la derivada de una funcidén polinomial es la misma funcidn.

16. Calcular la velocidad de crecimiento de una especie significa encontrar la derivada de la
representacion algebraica asociada a la poblacion total.
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17. La integral de la funcion velocidad de crecimiento r(t) de una poblacidn es la funcién poblacion
total.

19. La integral de la funcién aceleracién de un objeto es su velocidad y la integral de la funcién
velocidad es su posicion.

20. La derivada de la funcién posicion de un objeto es su velocidad y la derivada de su velocidad es
su aceleracion.

Las conexiones matematicas presentadas en la tabla 12 algunas son reversibles porque
involucran conceptos reversibles entre si (por ejemplo, las conexiones matematicas 9, 9.1,
9.2 que abarcan a la derivada y la integral), mientras que otras se extienden al campo de otras
disciplinas, pero donde la reversibilidad se ve posibilidad por estar fuertemente relacionadas
con operaciones matematicas. Por ejemplo, las conexiones matematicas 16 y 17 (tabla 12),
asi como las 19 y 20 (tabla 12) son reversibles porque hacen referencia a conceptos
reversibles en el campo de la biologia y la fisica, respectivamente, donde la derivada y la
integral sirven de mediadores para establecer esta relacion de reversibilidad.

Esta tipologia de conexiones matematicas es importante porque favorece que el
estudiante tome decisiones en el momento de efectuar una operacion matematica siempre
que recuerde la inversa de esta. Por ejemplo, durante las entrevistas algunos participantes
decian que sélo sabian derivar, pero sabian ademas que la derivada y la integral eran
operaciones inversas, entonces recuperaron de su sistema de creencias el algoritmo que les
ayudé a encontrar la integral que se les pidi6 una vez que reflexionaron sobre el
procedimiento que seguian en el momento de derivar. Lo mismo sucedid para los conceptos
bioldgicos vy fisicos, por ejemplo, ellos sabiendo que para obtener la velocidad de un objeto
teniendo la funcién que modelaba su posicion sélo tenian que derivar, entonces el proceso

inverso implicaba el calculo de la integral.

4.2.5 Significado

Son aquellas conexiones matematicas donde los estudiantes le atribuyen un sentido a un
concepto matematico en tanto lo que para ellos es (que lo hace diferente de otro) y lo que
representa; puede incluir la definicion que ellos han construido para estos conceptos. Es
diferente de la conexion matematica caracteristica porque no se describen propiedades ni
cualidades de los conceptos matematicos. En su lugar, los estudiantes expresan lo que para

ellos es el concepto matematico en si y puede incluir su contexto de uso (Tabla 13).
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Tabla 13. Conexiones matematicas de significado.

3. La derivada es la pendiente de la recta tangente a una curva.

5. La integral esta asociada con el &rea bajo una curva.

6.1 Los limites de integracion significan el intervalo donde se debe calcular el area bajo la curva.

8. El diferencial en una integral indica respecto de qué variable se va a integrar la funcion.

15. En [ r(t)dt = p(t) + C la constante de integracion C significa poblacion inicial de animales.
18. El resultado de p’(2) = 20 significa que justo en el segundo afio la poblacién aumentd 20
especies.

La conexion matematica 3 define lo que para los estudiantes es la derivada, aunque
influenciado por el discurso matematico escolar y por los contenidos de los libros de texto,
puesto que este es el significado mas frecuente que se le da a la derivada. La 5 y 6.1 hacen
referencia a lo que para los estudiantes es y representa la integral y los limites de integracion,
respectivamente. La 8 indica el sentido que le asignan al concepto diferencial e incluye su
contexto de uso, es decir, al momento de efectuar un célculo: integrar. Finalmente, las
conexiones matematicas 15 y 18 hacen referencia a la interpretacion que los estudiantes le
dan a sus resultados en el contexto del problema que fue resuelto por ellos, es decir, indica
el sentido que ellos les asignan a sus resultados matematicos.

Esta tipologia de conexiones matematicas es de suma importancia en la clase de
matematicas porque los estudiantes deben darles sentido a los conceptos matematicos que
estan aprendiendo. Esto permitiria que reconozcan en qué condiciones o contextos utilizar
un concepto o incluso formulas, como interpretar tanto al concepto en si mismo, asi como el
resultado de un proceso previo que involucre calculos matematicos. Esos significados que
ellos construyan deben ser consistentes desde el punto de vista de las matematicas, con ello
estaran haciendo conexiones matematicas y logrando al mismo tiempo una comprension

matematica.

4.2.6 Parte-todo

La conexion matematica parte-todo se manifiesta siempre que los estudiantes establezcan
relaciones légicas entre los conceptos matematicos, ya sea de generalizacion (entre casos
generales y particulares, como la conexién matematica que se identificd) o de inclusion
(cuando un concepto matematico esta contenido en otro). En las conexiones matematicas que
hicieron los estudiantes se identifico una donde los estudiantes establecen una relacion parte-

todo. En particular, en las tareas graficas aparecio la conexion matematica “la representacion
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grafica de una funcion polinomial puede prolongarse en ambos extremos” en la que se aprecia
una idea intuitiva de generalizacion.

Esta tipologia de conexiones matematicas resulta importante para desarrollar el
razonamiento légico en los estudiantes, sumamente Util en la clase de matematicas donde se
construyen conjeturas que luego son demostradas para llegar a constituirse en teoremas,
lemas o corolarios a partir de proposiciones ya conocidas. Esto a su vez, posibilita el
desarrollo de un razonamiento inductivo y deductivo que es consistente con la forma en que
se hace matematicas.

La conexidén matematica parte-todo, por tanto, es de utilidad en Célculo por el cimulo
de teoremas que son presentados a los estudiantes y que en el nivel superior deberan
demostrar (si estudian ciencias exactas) o aplicar en diversos contextos en su vida profesional
(si estudian alguna carrera afin a ingenieria). Sin embargo, en bachillerato su importancia
radica en distinguir casos generales y particulares de los conceptos matematicos, ademas de

que un concepto puede contener a otro. Por ejemplo, los estudiantes pudieran apreciar que
a
dx
aunque en los datos colectados no hubo evidencia de que los participantes identificaran esta

— d . . .
x™ = nx™"1 es un caso general de - (3x%) = 6x 0 que éste es un caso particular de aquél,

relacién entre estas reglas generales (formulas) y calculos especificos (de derivada y de

integral).

4.3 Resultados P2: sistema de conexiones matematicas
Dado que consideramos que las conexiones matematicas son producto de conocimientos
previos y del sistema de creencias que tienen los estudiantes (Garcia-Garcia & Dolores-
Flores, 2017a), entonces podemos hacer una analogia con las ideas propuestas por Green
(1971). Es decir, consideramos igual que €l que "nadie tiene una creencia en total
independencia de todas las demas creencias. Las creencias siempre ocurren en conjuntos o
grupos "' (p. 41). Green describe al sistema de creencias como una estructura tales que algunas
son primarias y otras derivadas.

Los resultados descritos anteriormente (tabla 8) indican que las conexiones matematicas
también estan fuertemente relacionadas. Los datos indican que hay una conexion central
(Figura 36) relacionada con el concepto superior que es objeto de comprensién por el

estudiante y que esta determinado por las normas oficiales. Esta conexion central permea en
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la forma en que los estudiantes resuelven todas las tareas propuestas, ademas de que rige sus
concepciones sobre la derivada y la integral. En ese sentido, sirve de soporte para definir lo
que ellos entienden por derivada, la forma de obtener la derivada de funciones polinomiales
especificas, asi como la resolucién de problemas de aplicacion que requieren del uso de la
derivada. Lo mismo sucede para la integral. En Garcia-Garcia & Dolores-Flores (2017a) se
hicieron los primeros intentos de explicar este sistema de conexiones matematicas.

Los resultados indicaron que las conexiones matematicas que los estudiantes hicieron
estan asociadas a conceptos como: funcion, derivada, derivada puntual, integral, constante
de integracién, diferencial, al Teorema Fundamental del Calculo (TFC), a las
representaciones gréaficas de funciones derivadas o antiderivadas, a los conceptos biolégicos
y a los conceptos fisicos. De ellos, el concepto superior que es objeto de comprensiéon es el
TFC porque relaciona matematicamente a la derivada con la integral, ademas de que engloba
a los otros conceptos y sirve de soporte para resolver los problemas de aplicacion. Esto se
observd durante la entrevista ya que los estudiantes en distintos momentos establecieron la
conexion matematica “la derivada y la integral son operaciones inversas”, que es en esencia,
la primera parte del TFC.

Asimismo, la segunda parte del TFC también fue identificada entre las conexiones
matematicas que los estudiantes hicieron, es decir, ellos declararon que: “en una integral
definida al limite superior evaluado en la antiderivada de f'(x) se le resta el limite inferior
evaluado en la misma”. Ambas conexiones se asumen como centrales ya que guiaron la
actividad de los estudiantes en la resolucién de tareas propuestas, aunque el uso de una u otra
tuvo diferente frecuencia segun el sistema de creencias de los estudiantes, asi como el nivel
de comprensién que ellos pueden lograr. Esto Gltimo, provoco que no todos los estudiantes
lograran estas conexiones matematicas, pero quienes si lo hacen significa que han logrado
cierta comprension y podrian hacer uso de estas en situaciones intramatematicas o
extramatematicas.

Los datos también indican que a partir de estas conexiones centrales hay otras que son
derivadas inmediatamente de ellas. A estas se les [lamo conexiones derivadas de primer
orden. La caracteristica de estas es que estan asociadas directamente a los dos conceptos
centrales del Célculo: la derivada y la integral que, en un nivel jerarquico, corresponden a un

nivel de comprension menor en comparacion con el TFC. Entre estas se tiene por ejemplo la
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conexiones matematicas: “la derivada de una funcion polinomial de la forma f(x) = ax™ es

f'(x) = anx™ ' y “la integral de una funcién polinomial de la forma f(x) = ax™ es
ax™tt . . .
[ax"dx = — T C” (conexiones derivadas de primer orden).

Por otra parte, algunas de las conexiones matematicas derivadas de primer orden
permiten la emergencia de otras, a las que se llamé conexiones derivadas de segundo orden.
Por ejemplo, de las conexiones matematicas anteriores se deriva: “la derivada de una funcién
polinomial es disminuir su grado en una unidad y la integral es aumentar su grado en uno.”
(conexién derivada de segundo orden) que se ve posibilitada porque los estudiantes estaban
trabajando con funciones polinomiales y, ademas, del apoyo que reciben de la férmula de la
derivada y de la integral que esta presente en las conexiones derivadas de primer orden ya
mencionadas.

Por tanto, los datos indican que existe una cadena de conexiones matematicas que se
derivan una de otras y que estan relacionadas con un nivel de comprension superior, desde
aquellas que identifican caracteristicas particulares de un concepto matematico (como la
diferencial, la constante de integracion, el grado de una grafica segun su forma, entre otras)
que son de segundo orden, las que definen conceptos méas generales (como la derivada, la
integral, la grafica de una funcion segun el grado y a conceptos como posicidn, velocidad,
poblacién total y velocidad de crecimiento) que son de primer orden, hasta aquellas que estan
relacionadas con un concepto superior (como el TFC en este estudio). Un estudiante puede
establecer esta cadena de conexiones matematicas, pero no siempre es logrado por todos.

Es importante declarar que entre las conexiones matematicas existe la relacion l6gica de
implicacion (Figura 36). Es de implicacion si la existencia de una conexién matematica
justifica la existencia de otra de la forma si A entonces B. Esta relacién logica de implicacion
permite distinguir las conexiones matematicas de primer y segundo orden. El nivel de
comprensidn de los estudiantes y el sistema de creencias atribuido a uno de ellos determinara
en gran medida que esta relacion ldgica entre las conexiones matematicas se manifieste en la

tipologia de conexiones que cada uno hace.
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La integral de la derivada de una
funcion polinomial es la misma
funcion (4, 7. 9. 12-15, 17. 21-23,
25).

La derivada de una funcién
polinomial de la forma

f(x) =x"es f'(x) = nx"1 (1-
25).

La derivada de la integral de una
funcion polinomial es igual a la
misma funcién (2, 3, 6-9, 12, 13,
15,17, 18, 21-23, 25).

Calcular la velocidad de
crecimiento de una especie
significa encontrar la derivada de
la representacion algebraica
asociada a la poblacion total (2-6.
8,9.12, 14, 15, 20, 22-24).

' El resultado de p'(2) = 20

! significa que justo en el segundo
i ano la poblacion aument6 20

! especies (3, 8, 9, 12, 14, 22, 24).

______________________________

iLa derivada de una funcion
i polinomial es disminuir su grado
¥ en una unidad y la integral es
i aumentar su grado enuno (3, 7, 11,
f131 5).

i El diferencial en una inte;
i indica respecto de qué variable se

La integral de una funcion
polinomial de la forma de

i

La derivada y la integral son
operaciones inversas (1-15, 17, 18,
20-24).

n+1

(116, 18-25).

f(x) =x"es [x"dx :—’+C

; va aintegrar la funcion (8, 9, 21,
i 24)

! La constante de integracion C
i -
. siempre acompaiia al resultado de

La integral de la funcion velocidad
de crecimiento r(t) de una

poblacion es la funcién poblacién
total (3, 4, 6-8, 12-15, 20, 23, 25).

La integral de la funcion
aceleracion de un objeto es su
velocidad y la integral de la
funcion velocidad es su posicion

La derivada de la funcion posicion
de un objeto es su velocidad y la
derivada de su velocidad es su
aceleracion (2-4, 7-15, 22, 23)

........... IS

mrmmrminminen :
; En fr()dt - P + ¢ l‘f i | La derivada es la pendiente de la

; constante de integracion € ! | recta tangente a una curva (2, 4, 7-
i significa poblacion inicial de i | 10, 12-14, 16, 24 ).

: animales (3, 4. 6, 8, 12-15, 20, 23, :

feim s s ! f'(a) significa la pendiente de la
i Tecta tangentea f(x) en

i x=a(s, 24).

i

(24, 6-15, 22, 23).
e [

: La velocidad de un objeto en su :
i puntomaximo es cero (2, 4,9, 11-
15,17, 18, 22-24). i

1| calcular una integral y segundo,
: resolver una ecuacion lineal (3. 9,
| 11, 13-15, 18, 23).

Encontrar una funcion primitiva de
la posicion de un objeto, dada una
posicion inicial, implica primero

integral indefinida (3, 10, 22,

L

i La constante de integracion C

i significa una familia de primitivas
\ desplazadas verticalmente en el eje
i de las ordenadas (24, 9, 11, 14,
115,18, 20, 25).

[ Z
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Figura 36. Sistema de conexiones matematicas asociada a la primera parte del TFC.

A partir de la Figura 36 se puede plantear lo siguiente:

1. La conexidén matematica central es “la derivada y la integral son operaciones

inversas”, porque encierra la comprension de un concepto matematico superior, a

saber, la reversibilidad entre dos conceptos claves del Calculo: la derivada y la

integral. Matematicamente, es la primera parte del TFC. A partir de este teorema, se

derivan otras conexiones matematicas verdaderas (en el sentido de Businskas, 2008)

que contribuyen a reconocer esa relacion de reversibilidad y que posibilitan la

comprension del TFC tanto en el contexto mateméatico como en el extramatematico.

Conexiones matematicas como: “la integral de una funcion polinomial de la forma de

n+1
flx) =x™es [x"dx = J;T + C”, “la derivada de la funcion posicion de un objeto

es su velocidad y la derivada de su velocidad es su aceleracion”, “la integral de la

funcion velocidad de crecimiento r(t) de una poblacion es la funcion poblacion

total”, entre otras son conexiones derivadas de primer orden. Todas ellas se ven

posibilitadas por la conexion matematica central, por ejemplo, aquella que relaciona

la integral con el calculo de la posicion dada la velocidad y la velocidad dada la

aceleracion, asi como la derivada para encontrar la aceleracion dada la velocidad y la

velocidad dada la posicion de un objeto.
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3. Laconexion matematica “la integral de una funcion polinomial de la forma de f(x) =

n+1

X
x"es [x"dx =

— T C” permite que emerjan conexiones matematicas como: “la

derivada de una funcién polinomial es disminuir su grado en una unidad y la integral
es aumentar su grado en uno”, “el diferencial en una integral indica respecto de que
variable se va a integrar la funcion”, “la constante de integracion C siempre acompaiia
al resultado de una integral indefinida” y “la constante de integracion C significa una
familia de primitivas desplazadas verticalmente en el eje de las ordenadas”; esta
ultimas son conexiones derivadas de segundo orden. Otras conexiones matematicas
también permiten la emergencia de conexiones derivadas de segundo orden (Figura
36).

4. Finalmente, la variacion en el nimero de estudiantes que hacen las conexiones
matematicas que conforman el sistema anterior significa que la comprension en
relacién con la primera parte del TFC se logra a distintos niveles, es decir, en
comprender que la diferenciacion y la integracion son procesos inversos. Si bien,
quienes logran apreciar ese proceso lo hacen a partir de tareas algebraicas que les
permite identificar que la derivada de la integral de una funcion polinomial es la
misma funcién y viceversa, la integral de la derivada de una funcion polinomial es la
misma funcion, esto es buen indicio que han logrado cierta comprension sobre esta
primera parte del TFC y que le es de utilidad para resolver problemas de aplicacion
que involucra el uso de la derivada y de la integral. EI conocimiento de esta primera
parte del TC seré formalizado en el nivel superior y sera de utilidad en matematicas

mas avanzadas.

La segunda parte del TFC, matematicamente, indica que si f: [a, b] = R integrable es

continua en el intervalo [a, b] y g: [a, b]—R, es una antiderivada de f, es decir satisface
g'(x) = f(x), entonces: f: f(t)dt =g(b) — g(a). Esta conexion matemaética central

(Figura 37) también posibilita la emergencia de conexiones derivadas de primer y segundo

orden.
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En una mtegral definida al
limite superior evaluado en
la antiderivada de f'(x) se le
resta el limite inferior
evaluado en la misma
antiderivada (1-4, 6, 8, 9, 11,

\

Una ntegral defimda tiene
limites de integracion (7, 9-11,
16, 21, 22,24, 25).

13-16, 18, 21-23) La mtegral estd asociada con el

area bajo una curva (1-4, 7-14,

21, 23, 24).
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[ debe calcular el drea bajo la

________________ L
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| curva (7. 11, 24). i
R S S

i
i El resultado de una integral
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Figura 37. Sistema de conexiones matematicas en torno a la segunda parte del TFC.

La figura 37 indica lo siguiente:

1. La conexion matematica central es “en una integral definida al limite superior
evaluado en la antiderivada de f’(x) se le resta el limite inferior evaluado en la misma
antiderivada” porque esta es la que hace referencia a la segunda parte del TFC, es
decir, al calculo de area bajo una funcion en un intervalo cerrado.

2. La conexion matematica central permite que los estudiantes establezcan dos
conexiones derivadas de primer orden: “la integral est4 asociada con el area bajo una
curva”y “una integral definida tiene limites de integracion”. La primera, es en esencia
uno de los significados que los estudiantes han construido sobre la integral. Mientras
que la segunda, esta relacionada con los elementos que constituyen a una integral
definida de la forma f: f(x)dx, a saber, los limites de integracion.

3. La conexion matematica “la integral esta asociada con el area bajo una curva” es
derivada de primer orden y esté referida al plano conceptual. Es decir, los estudiantes
en este caso hacen referencia al significado que ellos han construido para el concepto
integral y no al simbolo o0 a su representacion algebraica (como en caso de las
conexiones derivadas de segundo orden). Deriva de la conexion central porque en
ultima instancia el TFC alude a una integral. Por tanto, la integral (indefinida) en si

mismo significa area, pero los limites de integracion son oo < x < oo y el resultado
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es una funcion que permite obtener el area bajo una funcion f(x) [funcidn
integrando].

4. A partir de la conexion matematica “la integral esta asociada con el area bajo una
curva” se obtienen otras que hacen referencia a conceptos mas especificos como el
significado particular de la integra definida, el significado del resultado de esta Gltima
y el &rea bajo una curva visto como una suma de &reas de rectangulos inscritos bajo
una curva f(x). Por ejemplo, la conexion matematica “el resultado de una integral
definida significa 4rea” es una conexion derivada de segundo orden.

5. Finalmente, a partir de la conexion matemaética central se deriva aquella que relaciona
b - . P . <
a fa f(x)dx con una de sus caracteristicas, a saber, que tiene limites de integracion.

Por tanto, esta conexion matematica es derivada de la conexion matematica central,
pero también posibilita la emergencia de “los limites de integracion significan el
intervalo donde se debe calcular el area bajo la curva” (conexion derivada de segundo

orden).

En las producciones de los estudiantes emergieron otras conexiones matematicas que no se
asocian directamente a la derivada o a la integral, sin embargo, son fundamentales para
comprender otras relaciones entre las conexiones matematicas que hacen durante la
entrevista. Estas conexiones matematicas se asocian con el concepto de funcién y son

descritas enseguida.

1. Una funcién es una regla de correspondencia donde a cada valor de x, y toma un dnico
valor
Esta conexion matematica se identificd en las producciones de 15 estudiantes (60%), quienes
la hacen de manera explicita en sus argumentos verbales o de manera implicita en sus
producciones escritas, en particular cuando construyen la grafica de la funcién derivada o
antiderivada. Esta conexién matematica es producto de la ensefianza formal que reciben sobre
el significado del concepto funcion, es decir, ellos asumen (porque asi fueron instruidos) de
que una funcion es una regla de correspondencia donde a cada valor de x (x € Dy) existe un
unico valor en y (pertenece al conjunto imagen de la funcién) que es resultado de procesar

a x en una regla de correspondencia f(x). De esta forma, asumen que una funcién f(x) es
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una férmula que transforma valores del dominio para obtener valores del conjunto imagen y
declaran la unicidad de los resultados que se obtienen en y al evaluar los valores que
pertenecen al dominio de la funcion (ver extracto de E7).
Entrevistador: [...] ahi puedes ver una expresion f(x) igual a algo (se le muestra la
expresion f(x) = 3x2), para ti ;qué representa esa expresion y cuales son los
elementos que la componen?
E7: Es una funcion f es igual a y, se supone que el valor que le agregues a x te va a dar
un valor en y. Es una relacion, una funcion, y puede ser tanto derivada, integrada o
ponerle un valor y crear una gréafica.
En la respuesta de E7 se aprecia con claridad el sentido que él le asigna al concepto funcion,
ademas de que lo relaciona con operaciones que puede efectuar con esta, tal como derivar e
integrar, asimismo reconoce que ese objeto puede ser representado de manera gréafica. Esto
ultimo es de gran valia para los estudiantes cuando construyen representaciones graficas de

la funcion derivada y de la antiderivada.

2. Una funcion de la forma f(x) = ax™ tiene un coeficiente, una literal y un exponente
Esta conexion matematica esta asociado a la expresion f(x) = 3x2 con sus componentes.
Asi, quienes la declaran reconocen los elementos que constituyen o son parte de la funcién
que se les proporciona (ver extracto de la entrevista a E5). Se identifico en las producciones
de 12 estudiantes.
Entrevistador: [...]JAhi puedes ver una expresion f(x) igual a algo (se le sefiala la
funcion f(x) = 3x?2), parati, ¢qué representa esa expresion y cuales son los elementos
que la componen?
E5: pues, para mi representa una funcion y, los elementos que la componen, veo el
coeficiente, la letra o literal y pues el exponente.
Estas dos conexiones matematicas y en particular la primera, permite identificar otro sistema
de conexiones matematicas, aunque no esté asociado directamente al TFC. En ese sentido,
aquellas que no estan relacionadas directamente con la derivada ni con la integral, se
organizan en torno a otro concepto fundamental para comprender a ambas, es decir, al
concepto funcion. Este concepto resulta importante ser comprendido cuando se desea realizar

otras representaciones auxiliares que permitan tener una vision mas general respecto de lo
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que significa, asi como el uso que puede tener, tales como la tabular (tabla de valores) y la
grafica (representacion grafica), entre otras. Por ello, en este sistema de conexiones
matematicas la conexion matematica central es “una funcion es una regla de correspondencia

donde a cada valor de x, y toma un Unico valor” en torno a la cual se organizan otras

conexiones matematicas (Figura 38).

exponente (1, 3,5,
13-15, 17, 19, 24).

Una funcion de la forma
f(x) = ax™ tiene un
coeficiente, una literal y un

7,10, 11,

T

17, 18, 20-23).

Una funcion es una regla de
correspondencia donde a cada
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La representacion grafica de una
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grado es una parabola (3, 7, 8,
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N
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funcién lineal o de primer grado
es una linea recta (3, 8, 13-16,
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Figura 38. Sistema de conexiones matematicas asociadas al concepto funcion.

Una vez que los estudiantes definen lo que para ellos es una funcién estan en
condiciones de identificar los elementos que constituyen a una funcién polinomial, en
particular el exponente y su consecuente representacion grafica segun su grado, otros
elementos como el coeficiente y la literal o variable que forman parte de su representacion
algebraica, el significado grafico del término independiente y la forma que tienen las gréficas
en sus extremos, es decir, su prolongacién. En particular, a partir de la figura 38 se puede
plantear lo siguiente:

1. A partir de la conexion matematica central se derivan seis conexiones matematicas
(derivadas de primer orden). Por ejemplo, “una funcion de la forma f(x) = ax™ tiene
un coeficiente, una literal y un exponente” y “la representacion grafica de una funcion
cuadratica o de segundo grado es una parabola”, entre otras. Estas conexiones

derivadas de primer orden hacen referencia a los elementos que constituyen una
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funcion polinomial particular, las representaciones gréficas que tienen las funciones
polinomiales de grado 1, 2 y 3, asi como el significado grafico de una constante o
término independiente en una funcion polinomial y, finalmente, a la generalidad
respecto a las representaciones grafica de estas funciones. Es decir, que cuando se
hace un esbozo de una funcion polinomial en realidad s6lo se hace una representacion
de una porcion de ella, pero al tener dominio en el conjunto de los nimeros reales
siempre existe su correspondiente representacion grafica en el eje de las ordenadas.
Las conexiones matematicas: “la representacion grafica de una funcion cuadratica o
de segundo grado es una parabola”, “la representacion grafica de una funcion lineal
o de primer grado es una linea recta” y “la representacion grafica de una funcion
cubica o de tercer grado es como una “S” acostada ( o Uy [conexiones derivadas
de primer orden] posibilitan que los estudiantes establezcan la conexién matematica
“la forma de una representacion grafica asociada a una funcién polinomial permite
identificar el grado de esta” (conexion derivada de segundo orden).

Finalmente, el sistema de conexiones matematicas formada en torno al concepto
funcidn es de suma importancia en tareas graficas y algebraicas, porque permite a los
estudiantes interpretar graficas que modelan fenémenos especificos o bien, les son de
ayuda en la construccion de graficas de las funciones derivadas y antiderivadas.
Asimismo, resulta fundamental como conocimiento previo para establecer los

sistemas de conexiones matematicas representados en las figuras 36 y 37.

En resumen, los resultados indican que en torno a conceptos matematicos especificos

(por ejemplo, en relacion con el concepto funcion y al TFC en este estudio) existe un sistema

de conexiones matematicas que organiza el conocimiento del estudiante en relacion a ellos.

La complejidad de cada sistema indicara el nivel de comprension que los estudiantes han

logrado. Mientras mas complejo sea este sistema el estudiante estara en mejores condiciones

de resolver las tareas propuestas obteniendo resultados consistentes desde el punto de vista

de las matematicas. Asimismo, sistema de conexiones matematicas previos seran de suma

utilidad para lograr otros sistemas organizados en torno a conceptos matematicos mas

avanzados.
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4.4 Resultados P3: concepciones alternativas

En relacién con la tercera pregunta de investigacion, el analisis tematico permitié identificar
en las producciones escritas y verbales de los 25 participantes 9 concepciones alternativas
que se resumen en la tabla 14. En la tabla 14, p(t) modela la poblacion total de cierta especie

de animales.

Tabla 14. Concepciones alternativas asociadas a la derivada y a la integral.

Concepciones alternativas Frecuencia
1. La derivada de la integral de una funcién polinomial (o viceversa) se 20
obtiene calculando la derivada y la integral por separado, ignorando el
sentido reversible de ellas.

2. Lavelocidad instantanea a la que se desplaza un objeto se obtiene mediante 14
laformula v = d/t (velocidad es igual a distancia sobre tiempo).

3. Elresultado de f’(a) so6lo significa un valor para y cuando x vale a. 10

4. En f(x) = 3x2, f(x) por si sola significa funcidn. 10

5. Al resultado de calcular una derivada se le debe agregar dx que representa 5

su caracter de derivada.

f'(a) significa un punto por donde pasa la recta tangente a una curva. 3

p’'(a) = k significa que la poblacidn de animales tardd en crecer k afios. 2
2
1

p’(a) = k significa que la velocidad de crecimiento por afio es k animales.
La derivada interpretada en una gréfica, es la recta tangente que toca a la
curva en un punto méximo.

©lo~No

Total 67

Estas concepciones alternativas son descritas enseguida.

1. La derivada de la integral de una funcion polinomial (o viceversa) se obtiene calculando
la derivada y la integral por separado, ignorando el sentido reversible de ellas.

Esta concepcidn alternativa aparece en la produccion de 20 estudiantes cuando calcularon
:_x[f 3x%dx] y f[;—x (3x2)] dx. Ellos efectuaron las operaciones en el orden siguiente:

primero la operacion indicada entre paréntesis. ya sea la derivada o la integral v,
posteriormente, aquella indicada entre corchetes. Esta concepcion alternativa seguramente
estd influenciada por los procedimientos aprendidos por los estudiantes en sus cursos
tempranos de Aritmética y Algebra, en particular cuando fueron instruidos sobre como
efectuar multiples operaciones con signos de agrupacion. En estos cursos se les ensefio que
debian efectuar las operaciones en orden de jerarquia: primero las que estan dentro de los

paréntesis, luego las indicadas entre corchetes y, finalmente, las operaciones que aparecen
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dentro de las llaves, si es que existen. Ademas, de que primero se efectdan las divisiones y
multiplicaciones y, finalmente, las sumas y restas.

Sin embargo, es significativo que 9 de los 20 estudiantes que ofrecen como respuesta
) [:—x (3x2)] dx = 3x% + C (Figura 39), una vez que hacen una vision retrospectiva de sus

resultados y procedimiento establecen la conexion matematica “la integral de la derivada de
una funcion polinomial es la misma funcion”. Esto significa que en este grupo de estudiantes
la concepcion alternativa permanece a un nivel débil en su sistema de creencias, por lo que

es susceptible de cambio. No obstante, en el resto de los estudiantes la idea del TFC parece
estar ausente, puesto que en caso contrario ellos hubieran declarado que [ [% (f(x))] dx =

f(x) por el TFC, dado que f(x) era una funcién polinomial continua en cualquier intervalo
[a, b]. En otras palabras, si estos estudiantes comprendieran al TFC se habrian dado cuenta
de la reversibilidad entre la derivada y la integral y, por lo tanto, el resultado seria la funcién
original a la cual se les pidi6 encontrar la integral de su derivada.

Esta concepcion alternativa igualmente indica que para los estudiantes podria ser
cierta la desigualdad: ;—x [[ f(x)dx]# [ [;—xf(x)] dx y la diferencia radica en la presencia o
no de la constante de integracion C en sus resultados (ver extracto de la entrevista de E11).
[e]e=

-54;(3&) - 6x dx

Sbxdx - &x* - 3tice
N .

Figura 39. Respuesta de E10 al calcular la integral de la derivada de una funcién

polinomial.

Entrevistador: ¢consideras que esta Ultima operacion (se le sefiala a [ [% (3x2)] dx)
que resolviste es diferente o igual a la que resolviste anteriormente (se le sefiala a
4 2 ’)
— [[(3x2) dx])*
E11: es diferente. En las dos operaciones hay integrales y derivadas, pero en una,

primero tienes que hacer una operacion para despues hacer la otra. En la segunda, al
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momento de derivar te da un valor exacto, pero al momento de integrar te sale una
constante, o sea, que tal vez el valor no es exacto y por eso se le agrega.
La misma concepcion alternativa se manifiesta cuando se les proporciona a los estudiantes
una funcion polinomial y se les pide calcular primero la derivada y, posteriormente la integral
de la nueva funcién. Ellos no se dan cuenta que pueden utilizar el TFC y obtener como
resultado la misma funcion original, ademés declaran que entre la funcion original y la que
obtienen despueés de derivar e integrar existe una diferencia, la constante de integracion.

Por otra parte, un grupo de 11 estudiantes que inicialmente muestran como respuesta
. d . s e e .
que el célculo — [[ f(x)dx] se hace por separado, cambian su concepcion inicial y hacen la

conexion matematica “la derivada de la integral de una funciéon polinomial es igual a la
misma funcion” una vez que hacen una vision retrospectiva de sus resultados y
procedimientos (posibilitado por las Entrevistas Basadas en Tareas). Es decir, una vez que
reflexionan sobre sus producciones cambian de opinion y finalmente, reconocen que la
diferenciacion y la integran son procesos inversos, por lo tanto, el resultado es la misma
funcion a la cual se les pide encontrar la derivada de su integral.

Este cambio en la concepcion y en las respuestas de los estudiantes indica que las
Entrevistas Basadas en Tareas es un buen método para propiciar el cambio conceptual en
algunos temas de Calculo, siempre que el grupo sea reducido y los estudiantes asuman una
actitud critica y reflexiva. Esto demanda en los profesores una mayor comprension de los
conceptos matematicos para posibilitar el cambio conceptual en los estudiantes, y
consecuentemente puedan ayudarles a desarrollar la habilidad de hacer conexiones

intramatematicas y extramatematicas.

2. La velocidad instantanea a la que se desplaza un objeto se obtiene mediante la formula
v = d/t (velocidad es igual a distancia sobre tiempo).

Esta concepcion alternativa es formada en los estudiantes desde la educacién béasica cuando
en Fisica se les ensefia a calcular la velocidad promedio utilizando para ello la formula v =
d/t. Como datos son necesarios la distancia total que recorre un mévil o una persona y el
tiempo total que le toma cubrir esa distancia o, bien tener la distancia final e inicial, asi como

el tiempo final e inicial en que el movimiento tiene lugar. Sin embargo, cuando se calcula la
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velocidad instantanea es necesario usar la idea de limite y en particular el concepto de
derivada.

Esta concepcion alternativa se manifestd en 14 estudiantes cuando se les pidio
calcular la velocidad de una piedra en cualquier instante x, donde la posicion o trayectoria
(dada en metros sobre segundo) que sigue la piedra estaba dada en una grafica. A los
estudiantes se les pidi6 encontrar una representacion algebraica que permitiera encontrar la
velocidad en cualquier instante y posteriormente, calcular la velocidad en el instante t = 2
segundos. Sin embargo, cuando utilizan la formula v = d/t para realizar la tarea que se les
propuso, los lleva a decir que la velocidad en t = 2 es 10 m/s (Figura 40) y la velocidad que
lleva la piedra cuando alcanza la altura méxima es distinta de cero, resultados evidentemente

inconsistente desde el punto de vista de las matematicas.

2. La posicidn de una piedra lanzada verticalmente esté representads en Ja siguiente grifica, donde s es
medida en metros y ¢, el tiempo, en segundos.
B

¢ Como se puede calcular la velocidad de la piedra en cunlquier segundo?

TN V-3
t
/

-~ 8

E- --------- 2 Cudd es la velocidad de in piedra cuando han transcurrido 2 segundos, es decir en ¢ = 27

no 1 1 3 u \J:_Q%j': 'Om/b

Figura 40. Uso de la formula v = d/t para calcular la velocidad instantanea por E10.

Sin embargo, similar a la concepcién alternativa anterior, 6 de los 14 estudiantes en
los que apareci6 después de reflexionar sobre sus resultados y reconsiderar elementos que
formaban parte de su sistema de creencias pudieron cambiar su concepcion inicial y
finalmente hicieron la conexion matematica “la derivada de la funcion posicion de un objeto
es su velocidad y la derivada de su velocidad es su aceleracion”. No obstante, en los 8

restantes la concepcidn alternativa permanecio.

3. El resultado de f"(a) s6lo significa un valor paray cuando x vale a

Esta concepcidn alternativa se ve favorecida porque los estudiantes entienden a la funcion
s6lo como una regla de correspondencia, donde a cada valor de x le corresponde un Unico
valor para y a través de la regla de la regla de correspondencia f(x). Sin embargo, este

significado puede ser ampliado al registro grafico como la pendiente de la recta tangente a la
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curva f(x). No obstante, 10 estudiantes asumen que f’(a) s6lo significa un valor para y
cuando x vale a y, consecuentemente, en la gréafica sélo representa un punto (ver extracto de
la entrevista a E13), es decir para ellos f’(a) = f(a).

Entrevistador: ¢podrias evaluar en la derivada para x = 1 (se le sefiala la funcién

derivada f'(x) = 6x que el estudiante obtuvo previamente)?

E13: (hace el calculo correspondiente).

Entrevistador: ¢qué significa ese resultado?

E13: que para cuando x tiene un valor de 1, el valor que va a tener y va a ser 6 y su

coordenada va a ser uno coma seis (el estudiante escribe (1,6)).

Entrevistador: ¢digamos que graficamente por ahi va a pasar?

E13: va a ser uno de los puntos donde pase la recta.
La ultima respuesta de E13 confirma que él asume que al evaluar valores especificos de x en
la funcion derivada se obtiene la grafica de la funcion f(x). Esta concepcion alternativa
provoca entonces que, ademas, los estudiantes consideren que la representacion grafica de

f(x) es la misma que la representacion grafica de f”(x).

4. En f(x) = 3x3, f(x) por si sola significa funcion
Los 10 estudiantes que manifiestan esta concepcion alternativa asocian a la letra “f”
acompanada de una “x” entre paréntesis con el concepto de funcion. Es probable que la letra
f tomada de la palabra funcién genere en ellos esa idea, pero también es posible que se
manifieste porque los estudiantes utilizan sus conocimientos de Algebra para darle sentido o
significado a las literales presentes en la simbologia algebraica de algunos conceptos, en este
caso, en el de funcion. Esta concepcion alternativa podria obstaculizar la comprension del
significado del concepto funcion. Por ejemplo, para E6 si en lugar de f(x) se escribiera y
igualada a la expresion algebraica colocada después del signo igual, entonces significaria
ecuacion de segundo grado (ver extracto de la entrevista a E6).
Entrevistador: Aqui td puedes ver una expresion f (x) (se le sefiala la expresion f(x) =
3x2). ¢Para ti qué representa esa expresion y qué elementos la componen?
E6: la componen la funcion, el signo de igual que me dice que es una igualdad, una
incognita elevada al cuadrado.

Entrevistador: ; Como sabes que es funcion?
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E6: porque tiene la f y entre paréntesis tiene la x.
Entrevistador: si en lugar de f(x) tuviera nada mas y igual a tres equis cuadradas (y =

3x2) ¢Seria una funcion?

5. Al resultado de calcular una derivada se le agrega dx que representa su caracter de
derivada
En las producciones verbales y escritas de 5 estudiantes aparece esta concepcidn alternativa.
Ellos indican que el diferencial de x (dx) debe ser afiadida al resultado del célculo de la
derivada de una funcion (Figura 41) y esto significaria que el resultado es producto de derivar
cierta funcion. Esta concepcion alternativa se origina de la incomprension de estos
estudiantes de la notacidn leibniziana para la derivada dy/dx. Esta concepcion alternativa
puede provocar obstaculos cuando se calcula la integral de alguna funcion, puesto que el
significado de dx es importante al calcular integrales dobles o triples o bien, cuando la
funcién tiene méas de una variable. Incluso, puede causar dificultades al calcular derivadas

parciales de cualquier orden.

Si f(x) = 3x2 a [ =
R - PN
fxY=6 % Q) < o % LA +C"1 = S dx

Figura 41. Los estudiantes E3 y E10 respectivamente afiaden dx al resultado de su

derivada.

6. f'(a) significa un punto por donde pasa la recta tangente a una curva
Esta concepcion alternativa aparece en las producciones verbales de 3 estudiantes y es la méas
cercana al significado correcto de f’(a), pero también es muy cercana a la concepcion
alternativa 3 antes descrita. Si bien estos tres estudiantes reconocen que f’'(a) tiene relacion
con la recta tangente, la concepcion es inconsistente con su significado como la pendiente de
la recta tangente a f(x) en x = a, puesto que la idea de los estudiantes donde aparece esta
concepcion alternativa esta asociada mas al punto de tangencia (ver extracto de la entrevista
a E11).

Entrevistador: ;Podrias calcular la derivada de f(x) = 3x%2 enx = 1?

E11: si (hace las operaciones). Solo quedaria seis.

Entrevistador: ¢qué significa ese resultado?
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E11: [...] seria el punto de intercepcion o por donde pasa la recta tangente.
Esta concepcion alternativa puede tener su origen en el hecho de que los estudiantes asumen
que la recta tangente a una curva se compone de puntos, por lo que f’(a) significaria un
punto de tangencia entre la recta tangente y la curva dada. Por otra parte, esta concepcion
alternativa puede provocar obstaculos para comprender el significado real de f’(a), ademas

de f”(a) y concepciones asociadas.

7. p’(a) = k significa que la poblacion tardo en crecer k afios
Esta concepcidn alternativa emerge en la resolucion de problemas que involucran conceptos
de la biologia. Como datos se proporcion6 al estudiante la funcion p(t) = 2t3 — t? + 100
gue modelaba la poblacion total de una cierta especie de animales, donde t era el tiempo en
afios, y se pedia encontrar la velocidad de crecimiento en t = 2, es decir, p'(2). Los
estudiantes cuando encontraron ese resultado, explicaron que p’(2) = 20 significa que la
poblacion de animales tardé 20 afios en crecer (ver extracto de la entrevista a E20). Su centro
de atencion parece ser el tiempo t y asocian su resultado con ese dato, sin considerar que se
les pidié explicitamente la velocidad de crecimiento en un instante. Ellos parecen razonar
que, dado que t significa tiempo, entonces al sustituir su valor por 2, el resultado debe estar
expresado en afios porque se les dijo que el tiempo en el problema estaba dado en afios.
Entrevistador: para ti ;Qué significa este resultado (se le indica el resultado de la
derivada valuadaen t = 2, es decir, p’'(2) = 20)?
E20: que tardan en crecer 20 afios.
Entrevistador: ;me puedes explicar con mayor precision lo que me estas diciendo?
E20: Porque t es tiempo y se mide en afios, se sustituye, seria dos afios, dos afios al
cuadrado seria cuatro. Luego, cuatro por seis seria veinticuatro afios, menos dos por
dos seria cuatro afios, y ya da veinte afios.
Entrevistador: Pero ¢ese resultado qué significa en términos del fenémeno?
E20: que la especie crece en 20 afos.
La concepcion alternativa expresada por E20 puede desencadenar en la explicacion errénea
de futuros resultados que obtenga al resolver problemas de aplicacién. Por ejemplo, a partir

de su produccidn escrita se observa que él obtiene primeramente la derivada de la funcion
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p(t) y calcula correctamente p’(2), pero no asocia el significado apropiado a su resultado

por lo que aparece una concepcion alternativa.

8. p’(a) = k significa que la velocidad de crecimiento por afio es k
Esta concepcion alternativa aparece cuando los estudiantes resuelven el mismo problema
descrito anteriormente. Sin embargo, a diferencia del anterior, dos estudiantes que
manifiestan esta concepcion creen que su resultado de p’(2) = 20 significa que la poblacion
de animales crece a una velocidad de 20 animales por cada afio (ver extracto de la entrevista
a E4). Este resultado, similar al anterior, guarda estrecha relacion con el significado asociado
a t como tiempo, pero ademéas con la concepcidon que ellos tienen sobre la velocidad
promedio. La respuesta de los estudiantes implica que para ellos al transcurrir un afio hay 20
animales, en dos afios habra 40, en tres afios 60, y asi sucesivamente. Esta concepcion
alternativa, producto del sentido que ellos le asignan a la velocidad promedio, limita su
comprension del significado de velocidad instantanea en el fendmeno descrito en el texto del
problema.

Entrevistador: ¢puedes responder la siguiente pregunta (se le indica la pregunta donde

se pide evaluar t = 2 en la funcion p’(t) = 6t% — 2t que previamente obtuvo E4)?

E4: si (lee la pregunta y luego sustituye el valor de t = 2 en la derivada que obtuvo

previamente). Mmm es 20.

Entrevistador: ¢ese veinte qué significado tiene para el problema planteado?

E4: que la velocidad de crecimiento de la poblacion va a ser 20 en cada afio.
Las concepciones alternativas 7 y 8 ilustran perfectamente la importancia de identificar las
concepciones alternativas en las producciones tanto verbales como escritas de los estudiantes,
dado que no basta enfocarse sélo en sus resultados matematicos que, para estos casos,
evidentemente son correctos, pero el significado que ellos asocian a su resultado es
inconsistente con lo que se acepta en Matematicas. Similares concepciones alternativas
pueden ser detectadas cuando se resuelven otros problemas de aplicacion y se les pide a los

estudiantes interpretar sus resultados.
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9. La derivada interpretada en una grafica, es la recta tangente que toca a la curva en un
punto maximo

Dado que los estudiantes asocian el concepto tangente con la derivada; entonces, en algun
momento esto desencadena en una concepcion alternativa. Es decir, consideran que la
derivada de una funcion dada gréaficamente es una recta que debe tocarla en un punto
maximo. Por ejemplo, cuando a E12 se le da la gréafica de una funcion polinomial f(x) =
x3 — 3x% + 3 y se le pide el trazo de su derivada, lo primero que hace es esbozar una recta
tangente que toca a f(x) en el méximo de esta funcion (Figura 42). En un primer momento,
E12 asume que esa recta representa la funcion derivada solicitada, aunque después motivado

por las preguntas auxiliares del entrevistador rectifica y traza una gréafica aceptable de f’(x).

Figura 42. Esbozo realizado por E12.
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Capitulo 5

Discusion y conclusion

5.1 Las conexiones matematicas en las tareas de Calculo

Los resultados presentados previamente indican que las conexiones matematicas que los
estudiantes hicieron fueron de distintas tipologias y estaban asociadas a diferentes conceptos
matematicos, pero en su conjunto posibilitan que logren cierta comprension del TFC en
funcién de la frecuencia de cada conexion matematica que cada estudiante hizo, aunque no
todos los participantes parecen lograrlo. En este Gltimo grupo aparecen las concepciones
alternativas que en determinados casos obstaculizan la comprension de ciertos contenidos
matematicos o extramatematicos.

La derivada y la integral como operaciones inversas implica que para una funcion
polinomial f(x) se cumple que, % [[(x)dx] = f(x), f%(f(x))dx = f(x)y, por lo tanto,
;—x[f(x)dx] = f%(f(x))dx, ya que las funciones polinomiales cumple las condiciones

establecidas en el TFC. Sin embargo, pese a que 22 estudiantes hacen la conexién matematica

“la derivada y la integral son operaciones inversas” y que incluso reconocen esa relacion en

el contexto fisico, s6lo 15 aceptan que :—x[f(x)dx]:f(x) y 12 admiten que

f:—x (f(x))dx = f(x). De esto se desprenden las siguientes reflexiones:
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.. . d
» Inicialmente 5 estudiantes al calcular E[ [(x)dx] cancelan los operadores

derivada e integral obteniendo de manera inmediata que la solucion es la misma

funcion original. En contraparte, 4 estudiantes hacen lo mismo cuando calculan
d
J - (F(x))dx.
= Por lotanto, el resto de los estudiantes aceptan que% [[(x)dx] = f%(f(x))dx
es cierto una vez que reflexionan sobre el procedimiento que hicieron para
realizar esos calculos (:—x [[(x)dx]y [ :—x(f (x))dx) y sobre sus resultados

mismos. Esto posibilitd que establecieran la conexion matematica “la derivada y
la integral son operaciones inversas”.
= Otra lectura de esos resultados es que los estudiantes han desarrollado
fuertemente la creencia de que “las matematicas significan hacer calculos
algoritmicos guiados por férmulas que determinan la forma correcta de encontrar
el resultado” que ha sido formada en ellos por la practica del profesor de
matematicas. Esto trae como consecuencia que, incluso, cuando los estudiantes
hacen la conexidon matematica “la derivada y la integral son operaciones
inversas” y que saben que esto implica que, al hacer un célculo de derivada e
integral simultaneamente, se obtiene como resultado la funcion original; sin
embargo, siguen calculando la derivada por un lado y la integral por el otro, para
asi finalmente probar que ;—x[f(x)dx] = f%(f(x))dx.
Los resultados son consistentes con lo reportado por Haciomeroglu (2007), Dawkins
& Mendoza (2014) y Hong & Thomas (2015) en el sentido de que hay persistencia en el uso
del simbolo algebraico, en particular para esbozar la gréafica de la derivada y de la
antiderivada (Haciomeroglu, 2007; McGee & Martinez-Planell, 2014; Ariza, Llinares &
Valls, 2015). Esto también se refuerza por la frecuencia con la que los estudiantes hicieron
las conexiones matematicas de tipo procedimental (ver Tabla 1 en la seccion de resultados).
En ese sentido, las conexiones matematicas entre representaciones en algunos alumnos estan
en un nivel débil y superficial, consistente con los resultados de Mhlolo (2012) y por Mhlolo
et al. (2012).
En las tareas algebraicas, por ejemplo, cuando a los estudiantes se les pidié esbozar
la gréafica de f’(x) dada la gréafica de f(x) y viceversa, dada la grafica de f’(x) graficar f(x)
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los estudiantes demandaron como dato las representaciones algebraicas de las graficas

. , . . d _ )
proporcionada. Esto los llevé a utilizar la formula ax" = nx™"1 para eshozar a f’(x) y a

n+1
utilizar [ x™dx = );T"' C en la segunda actividad. Es decir, los estudiantes no fueron

capaces trazar el grafico solicitado sin su representacion algebraica (Figura 6) y, por lo tanto,
no pudieron usar las representaciones equivalentes (grafico-grafico) en el sentido de
Businskas (2008).

Los resultados previos son consistentes con la literatura que explora la comprension
gréafica de la derivada de los estudiantes de Calculo como Baker, Cooley & Trigueros (2000)
o Aspinwall, Shaw y Presmeg (1997). Si bien los estudiantes no hacen el transito de una
representacion grafica a una algebraica, si logran el proceso inverso. Esto indica que
presentan dificultades en el uso de informacion gréfica para dar sentido a la representacion
algebraica (Leinhardt, Zaslavsky & Stein, 1990; Ubuz, 2007; Cuesta, Deulofeu & Méndez,
2010; Bajracharya 2014; Dolores y Garcia-Garcia, 2017) cuando estd ausente la
representacion algebraica. En este caso, utilizaron las representaciones alternas (Businskas,
2008) como: representacion algebraica-representacion numeérica, representacion numérica-
representacion tabular, representacion tabular-representacion grafica (Figura 43) para
completar ambas tareas. No obstante, algunos estudiantes tienen dificultades para usar los
registros de representacion consistente con lo reportado por Moon et al. (2013).

Actividad 1

- Se pide la grifica de f'(x)
Se da la grifica de f(x) — £

Cuando se les
proporciona f(x
z

Representacion algebraica Derivan f(x) y obtienen Tabulan usando la Ubican algunos puntos H Esbozan la grafica
proporcionada » f'(x) > funcién derivada f’(x) [ (a,/'(a))eneclplano > de f'(x)
(f (x) = x* =3x% +3) (100%) (68%) (60%) : (60%)

Actividad 2

Se pide la grifica de f(x) | Todos se mostraron incapaces
»

Se da la grafica de f'(x) i de esbozar la grifica de f(x)

Cuando se les
proporciona f(x)
:

Representacion algebraica Integran ['(x) v Tabulan usando la Ubican algunos puntos : Esbozan la grafica
proporcionada » obtienen [(x) 1 funcién f(x) —* (a,f(a))enclplano de f(x)
(f'(x) = 3x* — 6x) (80%) (60%) (60%) (72%)
Sinbologia utilizada
(et
D Datos proporcionados H i Meta de la actividad Yo Porcentajes de estudiantes
I:] Procedimientos desarrollados —  Orden de las accianes ¢jecutadas
por el estudmnte por el estudhante

Figura 43. Acciones desarrolladas por los estudiantes para resolver las tareas graficas 1 y
2.
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En oposicion a Aspinwall & Shaw (2002), en esta investigacion los participantes no
parecen construir representaciones personales o idiosincrasicas diversas que pudieran
ayudarlos a entender la relacion entre la derivada y la integral de una mejor manera. Ademas,
los participantes parecen haber sido ensefiados de una forma lineal y predeterminada, en
contraste con lo que reporta David & Tomaz (2012). Es decir, en México son los profesores
quienes asumen la direccion del proceso ensefianza-aprendizaje. Esto conlleva a que los
alumnos sean instruidos a hacer construcciones graficas a partir una expresion algebraica y
no desarrollan la habilidad de trabajar entre representaciones gréaficas. Esto justificaria que
los alumnos procedieran de manera similar en sus producciones escritas. Por otra parte, los
resultados indican un mayor éxito en la resolucion, en ese orden, de tareas algebraicas,
graficas y en la resolucion de problemas, es decir, las limitaciones de los estudiantes para
hacer conexiones matematicas se agravan en el contexto de la resolucion de problemas,
resultado consistente con lo reportado por Ozgen (2013a).

Los resultados obtenidos en el presente estudio también son consistentes con los
encontrados por Lockwood (2011) en el sentido de que los estudiantes también hacen
conexiones matematicas inesperadas. Por ejemplo, durante la entrevista se observo que los
estudiantes utilizaban con mucha naturalidad la conexién matematica de reversibilidad
éntrelos conceptos como: posicion-velocidad y velocidad-aceleracion asociadas a las ideas
de derivada e integral en el contexto fisico; esa conexion les permitid resolver problemas y
hacer conexiones matematicas que evocaban conceptos bioldgicos. Por tanto, son conexiones
extramatematicas inesperadas que fueron posibilitadas porque los estudiantes extrapolaron
sus conocimientos de Calculo y Fisica al campo de la Biologia, donde el término “velocidad”
fue un mediador para lograr esos resultados.

Por otra parte, conexiones matematicas como “la derivada de una funcion polinomial
es disminuir su grado en una unidad y la integral es aumentar su grado en uno”, “la forma de
una representacion grafica asociada a una funcion polinomial permite identificar el grado de
esta” y “el resultado de s’(a) = 0 significa que el objeto estd en reposo en t = a” también
son inesperadas (en el sentido de Lockwood, 2011), en el sentido de que no fueron previstas
como posibles conexiones matematicas hechas por los estudiantes cuando resolvieran las

tareas propuestas.
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Estos resultados indican que es importante cuando se estudian conexiones matematicas
identificar cobmo el estudiante lo declara en sus argumentos verbales o gestuales y de qué
manera son utilizadas en sus producciones escritas. De otra forma, enfocarse en los calculos
que desarrollan puede generar la perspectiva de que las conexiones matematicas son hechas
por los estudiantes o que, en su defecto, como la declaran en sus argumentos verbales o
gestuales entonces pueden utilizarlas en el momento de resolver tareas concretas, aunque no
sea asi. Pero, si las declaran en sus argumentos y las utilizan en sus calculos, entonces se
puede inferir que los estudiantes algo han comprendido y que ese conocimiento puede ser
incorporado a su sistema de creencias. Los profesores en servicio deben poner énfasis en
estos aspectos para rescatar las conexiones matematicas inesperadas que puedan ser Utiles
para comprender conceptos matematicos mas avanzados y aprovechar las conexiones
matematicas que han sido construidas por los estudiantes por su propia cuenta.

Finalmente, es importante que en situacion escolar los profesores de matematicas
motiven a los alumnos a reflexionar sobre sus resultados, es decir, hacer una vision
retrospectiva de sus procedimientos y resultados. Esto posibilita que hagan nuevas
conexiones matematicas o validen con sus resultados algunas que hacen previamente pero no
utilizan por seguir lo que dicta la costumbre escolar, es decir, realizar calculos algoritmicos

con un orden predeterminado.

5.1.1 Los sistemas de conexiones matematicas

Las conexiones matematicas que hicieron los estudiantes estaban fuertemente relacionadas
formando un sistema de conexiones matematicas como se presentd en la seccion de
resultados. Hay unas conexiones matematicas centrales y, hay otras que son conexiones
derivadas de primer y segundo orden. Estos sistemas de conexiones se organizan en torno a
conceptos matematicos especificos y que implican un nivel de jerarquizacion y abstraccion
superior a otros que son incluidos en estos. Por ejemplo, en relacion con el sistema de
conexiones asociados al TFC estan presente conceptos previos como: derivada, integral,
derivada puntual, integral indefinida y definida, constante de integracion, diferencial,
posicién, velocidad, aceleracion, entre otros. Mientras que para el sistema de conexiones

asociado al concepto de funcion estaban presentes conceptos como: elementos de una funcién
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(coeficiente, variable y exponente), representaciones para una funcion (algebraica, numérica,
gréfica, pictorica), grados de una funcidn, operaciones con funciones, etc.

Estos sistemas de conexiones matematicas ayudan a organizar las concepciones que los
estudiantes tienen sobre diferentes conceptos y guian el proceso siguen al resolver las tareas
propuestas. Por ejemplo, en el primer sistema de conexiones matematicas (ver Figura 36 en
la seccion de resultados) la conexion central fue “la derivada y la integral son operaciones
inversas”. Esto les permitid resolver con éxito las tareas de derivadas y de integrales,
resultados opuestos a los reportados por Radmehr & Drake (2017) quienes encontraron que
estudiantes universitarios tienen dificultades para resolver tareas relacionadas con el TFC.
Asimismo, son opuestos a los encontrados por Résken & Rolka (2007) quienes reportan que
los estudiantes tuvieron problemas para resolver tareas de integral.

Asimismo, hacer la conexion matematica central anterior implicaria, segun
Wenzelburger (1993), asumir como inversos estos procesos: encontrar la posicion de un
objeto dada la variacion de la velocidad y encontrar la velocidad conociendo la variacién de

la distancia recorrida, encontrar el nimero al cual se acerca una suma de productos ). f (x)Ax
- p . . . A .

si Ax — 0y encontrar el numero al cual se acerca un cociente de diferencias ﬁ siAx - 0y,

finalmente, calcular areas debajo de una curva vs. calcular la pendiente de una curva. Estos

. .. . . Ay .

procesos parecen ser reconocidos por los participantes de este estudio a excepcion de — S

Ax — 0 porgue en sus respuestas parece que entienden la relacion de reversibilidad entre
conceptos como: derivada-integral, posicion-velocidad, area bajo una curva-pendiente de una
curva.

Por otra parte, investigaciones como Thompson (1994), Carlson et al. (2003), Sealey
(2006), Thompson & Silverman (2008) y Haddad (2013) reconocen que, lo que se llama en
este trabajo la conexion matematica “la integral definida significa area bajo la curva”, es
insuficiente para comprender la integral definida como acumulacion que es central para la
comprension de la segunda parte del TFC. Sin embargo, en este trabajo los estudiantes
también hicieron la conexion matemadtica “la integral es la suma de las areas de los
rectangulos inscritos bajo la curva” que da cuenta de la idea de integral definida como
acumulacién. Ambas conexiones matematicas formaron parte del segundo sistema de
conexiones matematicas (ver Figura 37 en la seccion de resultados) posibilitando la conexion

matematica central: “en una integral definida al limite superior evaluado en la antiderivada
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de f'(x) se le resta el limite inferior evaluado en la misma antiderivada” que, en esencia es
la segunda parte del TFC.

Ambos sistemas de conexiones matematicas (asociados a la primera y segunda parte
del TFC) permiten tener una mejor comprension de la diferenciacion e integracion como
procesos inversos, asi como resolver las tareas propuestas. En ese sentido, Garner & Garner
(2001) asumen que la integral definida vista como area bajo una curva también esta presente
en estudiantes de nivel superior y que esta idea parece permitir una mejor comprension sobre
esa relacion. Los resultados encontrados en este trabajo, en ese sentido, son consistentes con
lo reportado por Dolores & Garcia-Garcia (2017) dado al uso que recibe el TFC para resolver
las tareas propuestas. En oposicién a los resultados de Haddad (2013) y Bajracharya (2014),
en este estudio el sistema de conexiones matematicas asociados al TFC de los estudiantes si
posibilita que hagan conexiones matematicas entre conceptos como area, antiderivada,
integral, sumas de Riemann y conceptos matematicos asociados y los aplican coherentemente
en la resolucién de problemas de fisica. Incluso, esos conocimientos los ampliaron a
problemas que evocaron conceptos bioldgicos para decidir el uso de la derivada o de la
integral.

En razén de lo anterior, este estudio se adhiere a las ideas propuestas por Thompson &
Dreyfus (2016) en el sentido de aceptar que incorporar el TFC como una idea central desde
el primer dia de clases de Célculo en la Universidad puede ayudar a los estudiantes a conectar
sus concepciones de derivadas y de integrales, donde el concepto de diferencial dy y dx
seran fundamentales. En ese sentido, la conexion matematica “El diferencial en una integral
indica respecto de qué variable se va a integrar la funcion” desarrollada por los estudiantes
en el nivel preuniversitario es significativa. Esta conexion puede ser ampliada en la
universidad y desarrollar otras conexiones matematicas asociadas al concepto de diferencial.

Ahora bien, el sistema de conexiones matematicas asociada al concepto funcion (ver
Figura 38 en la seccion de resultados) donde la conexion matematica central es “una funcion
es una regla de correspondencia donde a cada valor de x, y toma un tnico valor” es
importante para comprender conceptos mas avanzados como la funcion derivada y funcion
antiderivada, ademas del TFC. Resultado similar se reporta con estudiantes de secundaria (en
un 43.6%, Elia, Panaoura, Eracleous & Gagatsis, 2007) y de economia (Cuesta et al., 2010),

es decir, ellos asumen que una funcion es una regla de correspondencia. Los estudiantes
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también dieron respuestas como una funcién es una expresion algebraica que se le asigna un
valor para hacer una gréfica (Cuesta et al., 2010), idea que también se identifico en los
participantes de este estudio. Sin embargo, los estudiantes del preuniversitario de esta
investigacion ampliaron esa idea y dijeron que una funcién se podria derivar e integrar,
ademas de poder ser graficada.

La conexion matematica “una funcion es una regla de correspondencia donde a cada
valor de x, y toma un tnico valor” puede ser ampliada en el nivel superior para considerarla
como una regla de correspondencia entre dos conjuntos (dominio y conjunto imagen), tal
como algunos profesores y estudiantes exponen en estudios como Elia et al. (2007) y Hatisaru
& Erbas (2017). Ya que sélo quedarse con la idea presente en los estudiantes que participaron
en este estudio crea una comprension incompleta respecto de lo que realmente significa ese
concepto, tal como lo reportan Cuevas & Vallejo (2015). Es decir, deben desarrollar con
mayor claridad la comprension de que las funciones polinomiales estan definidaen R — R.
Es importante mencionar que los participantes de este estudio, si bien sélo asignaron valores
enteros a la variable dependiente, en el momento de graficar parecen tener presente que el
dominio y conjunto imagen de las funciones que graficaban eran los numeros reales, ya que
sus trazos eran curvas y no lineas rectas al unir los puntos que fueron encontrando.

Finalmente, es importante mencionar que el concepto de funcidn (presente en el tercer
sistema de conexiones matematicas identificada en este estudio) es un tema central para la
comprension en matematicas, particularmente en Célculo, aunque resulta dificil comprender
para algunos estudiantes (Elia et al., 2007; Doorman, Drijvers, Gravemeijer, Boon & Reed,
2012; O’Shea, Breen & Jaworski, 2016). Por ejemplo, los estudiantes suelen tener
dificultades para dar una definicion adecuada del concepto de funcién y resolver problemas
sobre funciones que implican conversiones entre diferentes registros de representacion (Elia
et al., 2007). En ese sentido, Best & Bikner-Ahsbahs (2017) sugieren que un uso flexible de
las funciones requiere construir el significado de este tanto como regla de correspondencia
como covariacion dentro y entre todos los tipos de representaciones posibles, y también entre

diferentes funciones.
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5.1.2 Las categorias de conexiones matematicas identificadas

Los resultados identificados en este estudio indican la presencia de conexiones
intramatematicas y extramatematicas. Resultados consistentes con los reportados en Garcia-
Garcia & Dolores-Flores (2017a), Garcia-Garcia & Dolores-Flores (2017b) y en Dolores &
Garcia-Garcia (2017). Por otra parte, los datos colectados en esta investigacion permitieron
construir seis categorias de conexiones matematicas: procedimental, representaciones
diferentes, caracteristica, reversibilidad, significado y parte-todo. Algunas de estas también
han sido identificadas en las producciones de profesores de matematicas como en Evitts
(2004), Businskas (2008) y Eli et al. (2011, 2013). Estas seran discutidas enseguida.

Procedimental

Segun Hiebert & Lefevre (2013), el conocimiento procedimental se compone, por un lado,
del lenguaje formal, o sistema de representacion de simbolos, de las matematicas y, por otro
lado, de los algoritmos, o reglas, para completar las tareas matematicas. En ese sentido,
refieren al igual que Star (2005) que las relaciones presentes en el conocimiento
procedimental son principalmente secuenciales. Por su parte, Haapasalo & Kadijevich (2000)
estan de acuerdo con el segundo significado que le atribuyen Hiebert & Lefevre (2013) al
conocimiento procedimental, pero afiaden que el conocimiento procedimental incluye el
conocimiento del formato y la sintaxis del sistema representativo que expresa los objetos:
también resultan la utilizacién dinamica y exitosa de reglas, algoritmos o procedimientos
particulares dentro de la(s) forma(s) de representacion relevante(s).

Para Séenz (2009), los procedimientos son un tipo de conocimiento que implica
acciones paso a paso Yy el aprendizaje simultaneo de todos los componentes o pasos de lo que
puede ser un procedimiento complejo. EI conocimiento procedimental nutre especificamente
las habilidades necesarias para resolver problemas. Este estudio considera que las conexiones
matematicas de tipo procedimental tienen las caracteristicas prevista en la literatura previa;
sin embargo, esa acepcion puede ser ampliada.

En ese sentido, Businskas (2008) plantea cuando define a una conexién matematica
procedimental que, A es un procedimiento usado cuando trabajamos con un objeto B.
Mientras que Eli et al. (2011) refiere que implica relacionar ideas en base a un procedimiento

matematico o algoritmo. EIl procedimiento a que se refieren no sélo incluye el uso de
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formulas, sino todo medio que sirva para llegar a un resultado. Por ejemplo, Businskas (2008)
sugiere que el diagrama de arbol puede ser visto como procedimiento en probabilidad y
estadistica; para el caso de este estudio, una gréfica pudo de procedimiento para construir la
gréfica de una funcién derivada o antiderivada. En un sentido mas general, Eli et al. (2011)
sugiere que esta conexion matematica puede incluir la descripcion de los mecanismos
involucrados en la ejecucion de un procedimiento. La postura de Evitts (2004) es consistente
con esto dltimo, pues él refiere la importancia de vincular los procedimientos con los
conceptos matematicos, de esa manera se disminuira la percepcion de las matematicas como
regla-orientada.

Esta investigacion se adhiere a la postura de Eli et al. (2011) y Evitts (2004) en el
sentido de que, desarrollar en los estudiantes la habilidad de usar la conexion procedimental
no sélo se debe limitar a ensefiar formulas o algoritmos que ayuden a establecer un proceso
predeterminado para llegar al resultado, sino que debe incluir la explicacion de los conceptos
matematicos involucrados en este proceso, ademas del uso adecuado de las unidades de
medida segun el contexto de uso y la interpretacion de los resultados (como lo sugieren los
programas de estudio de Calculo Diferencial e Integral). Esto permitiria desarrollar en los
estudiantes simultdneamente otras conexiones matematicas. En suma, la propuesta es
desarrollar en los estudiantes un mayor niamero de conexiones matematicas tantas como sean
posibles al trabajar en una tarea matematica.

Finalmente, es preciso mencionar que esta tipologia de conexiones matematica ha sido
identificada en estudiantes de nivel superior (Dolores & Garcia-Garcia, 2017), en los libros
de texto del nivel preuniversitario (Garcia-Garcia & Dolores, 2016), pero también es
significativo que sea utilizada por los profesores de matematicas, tal como lo reportan Evitts
(2004), Businskas (2008) y Eli et al. (2011, 2013). Esto es indicativo que los profesores y los
libros de texto ayudan a los estudiantes a desarrollar la habilidad de usar esta conexion
matematica, lo que justifica la presencia de ella en las producciones de los estudiantes
participantes en este estudio. Por otra parte, dependera también de los profesores, en buena
medida, que los estudiantes desarrollen la habilidad de utilizar otras tipologias de conexiones

matematicas.
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Representaciones diferentes

El acceso a los objetos matematicos se hace por medio de la produccion de sus
representaciones semioticas (Duval, 2006a). Sin embargo, el rol que juegan no solo es para
designar objetos matematicos o para comunicarse sino también para trabajar con y sobre los
objetos matematicos (Duval, 2006b), promueven el éxito en la resolucién de problemas
(Gagatsis & Shiakalli, 2004; Ahluwalia, 2011) y pueden ayudar a los estudiantes a explicar
0 justificar un argumento (Stephen & Mourat, 2001). Por ello, utilizar mdaltiples
representaciones de un objeto matematico y sus conexiones juega un papel clave para que los
estudiantes construyan conocimiento conceptual en el aula de matematicas (Dreher, Kuntze
& Lerman, 2016). La instruccién deberia incluir los modos de representacion (Gagatsis &
Shiakalli, 2004), dado que la interpretacion y la construccion de graficas son partes
importantes del aprendizaje para entender los fundamentos conceptuales del Calculo (Ubuz,
2007).

Las representaciones semioticas son el conjunto de producciones constituidas por
signos, simbolos o diagramas que encarnan cierto objeto matematico visto de distintas
maneras. Asi, un mismo ente matematico puede ser representado en forma geométrica, en un
lenguaje natural, mediante una expresion algebraica, de forma grafica, tabular, etc., que
constituyen las representaciones semidticas del objeto. Representaciones radicalmente
diferentes del mismo objeto son permitidos en la medida que puedan hacer surgir sistemas
semidticos totalmente diferentes. EI pensamiento representacional de una persona entonces
es “su capacidad para interpretar, construir y operar (comunicarse) efectivamente con ambas
formas de representaciones, externas e internas, individualmente y dentro de las situaciones
sociales (Stephen & Mourat, 2001, p. 120)”

Un aspecto clave del trabajo matematico es hacer conexiones matematicas entre
diferentes representaciones funcionales (Boaler, 2002). Barmby et al. (2009) consideran que
introducir diferentes representaciones externas en el aula, ademas de proveer diferentes
actividades dentro de las cuales los alumnos puedan razonar, seria de gran ayuda para
desarrollar la comprension. Por su parte, Koestler et al. (2013) sugieren que los estudiantes
deben ser apoyados para desarrollar sus propias representaciones y desafiarlos a explicar las

conexiones entre el problema y sus representaciones, asi como las conexiones entre las
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representaciones mismas. De esta forma, las conexiones matematicas, las representaciones
semioticas y la comprension estan fuertemente ligadas.

En este estudio se reconoce la analogia, por un lado, entre el constructo “tratamiento”
propuesto por Duval (2006b) en donde se utilizan transformaciones dentro de un mismo
registro y las conexiones matematicas que Businskas (2008) denomina “representaciones
equivalentes” y, por otro lado, entre la “conversion” propuesta por Duval (2006b) en donde
se utilizan transformaciones entre registros diferentes y las conexiones matematicas que
Businskas (2008) denomina “representaciones alternas”. Esto en razon de que para Businskas
(2008) la conexion matematica de tipo representaciones diferentes puede ser alternas o
equivalentes. Para ella, A es una representacion alterna de B, si ambas estan expresadas en
dos formas diferentes (verbal-algebraica, algebraica-geomeétrica, etc.). En cambio, A es una
representacion equivalente de B cuando ambas estan expresadas en dos formas diferentes,
pero dentro de una misma representacion. Por ejemplo, f(x) = (x — 1)?y f(x) = x? —
2x — 1 son representaciones equivalentes en el registro algebraico.

Por otra parte, en los Principios y Estandares para la Matematica Escolar (NCTM,
2000) y en los programas de Calculo Diferencial (DGB, 2013a) y Calculo Integral (DGB,
2013b) del preuniversitario mexicano se plantea la importancia desarrollar en los estudiantes
la habilidad de utilizar la conexion matematica de tipo representaciones diferentes. En
palabras de Berry & Nyman (2003), la habilidad para identificar y representar el mismo
objeto utilizando diferentes representaciones es una meta en la ensefianza del Célculo, asi
como en las Matematicas en general. Esto justifica que en las producciones de los
participantes de este estudio la conexién matematica de tipo representaciones diferentes haya
tenido una alta frecuencia. Asimismo, el hecho de que la misma tipologia de conexiones
matematicas haya sido identificada en las producciones de los profesores en estudios como
Businskas (2008) y Evitts (2004) revela el papel del profesor para desarrollar en los
estudiantes la habilidad de utilizar esta tipologia de conexion matematica.

Finalmente, este estudio se adhiere a la postura de Patterson & Norwood (2004) en el
sentido de que, dado que la representacion algebraica no siempre es Optima para el
aprendizaje, tiene sentido investigar representaciones alternas que puedan ser mas
apropiadas. Esto se evidencian en los resultados obtenidos en este trabajo, pues los

estudiantes podian moverse con mayor facilidad de una representacion algebraica a una
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gréfica, haciendo ademas el uso de representaciones alternas auxiliares (como la tabular,
numerica, entre otras), pero no realizar el proceso inverso. Por otra parte, también se
comparte en este trabajo que al mismo tiempo el uso de diferentes representaciones permite
hacer conexiones matematicas, pero también es una tipologia de conexiones matematicas;

sin embargo, ambos contribuyen al logro de la comprension matematica (Figura 44).

Hacer representaciones
alternas de los conceptos
matematicos : Ayuda a

Permite Hacer conexiones lograr la Comprension
O — ; ' mateméticas matemitica

Hacer representaciones
cquivalentesde los H
conceptos matematicos

Hacer diferentes representaciones de
los objetos matematicos

I Es un tipo de...

Figura 44. Relacion entre las representaciones semidticas, las conexiones matematicas y la

comprension matematica.

Caracteristica

Cuando un objeto o concepto matematico es presentado al estudiante éste trata de identificar
algun atributo invariante o cualidad que lo distinga de otros, es decir, alguna caracteristica
que le permita reconocerlo en otros contextos. A esto se le [lamé conexiones matematicas de
tipo caracteristica en este trabajo. De esta manera, en esta categoria fueron incluidas aquellas
conexiones matem@ticas donde los estudiantes definen las caracteristicas o describen las
propiedades de los conceptos matematicos que los hace diferentes de otros.

De esta manera, los resultados identificados en el presente estudio son consistentes con
los reportados por Eli et al. (2011, 2013) quienes también identificaron esta conexion
matematica con profesores de matematicas. Por otra parte, los resultados de este estudio
parecen ser posibilitados porque, al menos para el concepto de integral definida, se
recomienda que esta conexion matematica sea desarrollada en los estudiantes del
preuniversitario (DGB, 2013b). Si bien no se enfatiza mucho en la necesidad de desarrollar
esta tipologia de conexiones matematica en los programas de Calculo, en el preuniversitario
mexicano es probable que en situacion escolar los profesores centren su atencion en algunas

propiedades o caracteristicas de los conceptos matematicas en el momento de trabajar con
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ellos. Por ejemplo, una caracteristica de la funcion algoritmo es que esta definida para valores
mayores a cero.

Finalmente, esta tipologia de conexién matematica es importante para desarrollar otras
como la de caracteristicas comunes identificada por Businskas (2008) en su marco teorico
preliminar para estudiar conexiones matematicas. Ademas, juega un papel importante para
lograr la conexion matemaética de tipo generalizacion. Por tanto, se debe prestar especial
atencion en aquellas caracteristicas que los profesores asocian a conceptos matematicos
especificos en el proceso de ensefianza porque muy probablemente los estudiantes
incorporaran esas particularidades en su sistema de creencias sobre esos conceptos

matematicos para diferenciarlos de otros.

Reversibilidad
Entre las etapas del desarrollo cognitivo de Piaget se encuentra la de operaciones concretas
(tercera etapa) que se presenta cuando el nifio tiene entre 7 y 12 afios de edad. Es en esta
etapa en que el nifio desarrolla su pensamiento reversible (Gémez, 2009). En ese sentido,
desarrollan la idea de reversibilidad al trabajar con tareas de conservaciéon. Ademas, Gomez
afiade que el nifio:
“progresivamente, comprenden que, ante un fendmeno determinado, puede
haber unas acciones que o bien anulen o nieguen los efectos de su accion inversa
—reversibilidad por inversion—, conduciendo al punto de partida, o bien
compensen los efectos de otra accién —reversibilidad por reciprocidad o
compensacion” (Gémez, 2009, p. 8).
Para Inhelder & Piaget (1958) la capacidad de revertir un proceso de pensamiento es
fundamental en algunos problemas de matematicas. La coordinacion entre esas dos formas
de reversibilidad (negacién/inversion y reciprocidad/compensacion dentro de un mismo
sistema seria un rasgo de las operaciones formales —cuarta etapa del desarrollo cognitivo—
(Inhelder y Piaget, 1958). Para Ramful & Olive (2008) la negacion sucede en el caso de las
clases y la reciprocidad (o compensacion) en las relaciones. En el caso de las clases, segun
Ramful & Olive, la reversibilidad indica que cada operacion directa tiene una inversa que la

cancela o la niega.
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Influenciada por las ideas de Piaget, para Woolfolk (2010) la reversibilidad es la
“capacidad de pensar a través de una serie de pasos y luego invertir mentalmente los pasos y
regresar hasta el punto de inicio; también se le llama pensamiento reversible” (p. 36). Esta
postura es consistente con las ideas de Inhelder & Piaget (1958) quienes consideran que, la
reversibilidad significa “la posibilidad permanente de regresar al punto de partida de la
operacion en cuestion™ (p. 282). Por otra parte, la postura de Hackenberg (2010) respecto de
la reversibilidad es consistente con las dos ideas previas, pues asume que la reversibilidad
implica un proceso o secuencia, que se ha ido hacia adelante y que puede retroceder, o pasar
de un estado equivalente a retroceder al punto de partida.

En matematicas el proceso de reversibilidad cobra mucha importancia por los objetos
que se manipulan. Por ejemplo, puede ser un requisito, ya sea en una sola operacion como
para encontrar el sumando faltante en un problema de suma y resta o, en una tarea de varios
pasos como para encontrar el todo correspondiente a una fraccion determinada (Ramful &
Olive, 2008). Sin embargo, como Sparks, Brown & Bassler (1970) reconocen hay objetos
que al someterse a ciertas alteraciones no son fisicamente retornables a su condicion original,
por lo que la reversibilidad s6lo sera conceptual y en ese sentido, la operacién inversa sera
una operacion puramente mental. Por tanto, la reversibilidad del pensamiento hace disponible
un pensamiento compensatorio que restaurara la condicién original después de cualquier
interrupcién (Sparks et al., 1970).

Es importante mencionar que, dada a la naturaleza de los conceptos matematicos,
principalmente en Calculo, éstos permiten desarrollar en los estudiantes el pensamiento
reversible, es decir, como indica Haciomeroglu et al. (2009) la capacidad de establecer
relaciones bidireccionales. Si bien hace falta mayor evidencia para asegurar que esto suceda
en situacion escolar, es significativo que los estudiantes, al menos los participantes en este
estudio, reconocieran durante la entrevista algunas operaciones inversas como la suma-resta,
multiplicacién-division, potenciacion-radicacion y la derivada-integral, ademas de conceptos
como posicion-velocidad y velocidad-aceleracion siempre que exista un modelo matematico
que ayude a predecirlos.

Finalmente, la conexién matematica de tipo reversibilidad deberia ser desarrollada por
los estudiantes de Matematicas en general, y de Céalculo, en particular, en el preuniversitario

pues les seria de ayuda en cursos de mas avanzados en el nivel superior. Ademas, seria de
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ayuda para mejorar su comprension sobre conceptos matematicos que guardan esa relacion
reversible. En ese sentido, es significativo que esta conexion matematica fuera identificada
en las producciones de los participantes, ademés de que en otros estudios no ha sido

categorizada como una tipologia de conexiones matematicas.

Significado
Para Pecharroman (2013) “el significado de un objeto matematico se desarrolla desde la

funcionalidad organizativa que le da origen y lo representa (funcion: relacion; fraccion:
particion; numero natural: cuenta u ordena; las formas geométricas organizan el plano o
espacio; etcétera)” (p. 129). Sin embargo, reconoce la influencia del contexto para acceder al
significado, uso o la funcionalidad inmediata del objeto en el contexto. En ese sentido,
Pecharroméan (2013) explica, una funcion representa una relacion entre dos variables, pero
bajo el simbolo de integral definida representa el integrando o en una ecuacion diferencial es
la incognita; el objeto + representa un valor positivo, una operacién, una lateralidad (limites
laterales), etc. Por su parte, Gomez (2005) considera que el significado que de un objeto
matematico tiene una persona, estd dado, ademas del uso que de este objeto se haga, por la
explicacion que se de sobre ese objeto. Esta postura es consistente con la planteada por
Pecharroman (2013).

Para distinguir el uso y el contexto de uso, Serrano (2005) propone como ejemplo que
tener la idea de limite de una funcidn, no significa que pueda ser usada con éxito para calcular
el limite de ciertas funciones o bien, para determinar si existe o0 no su limite bajo ciertas
condiciones. Esta postura es consistente con las ideas propuestas por Kilpatrick, Hoyles,
Skovsmose & Valero (2005), quienes reconocen que el contexto de uso determina en parte
el significado de un concepto matematico.

En resumen, algunos elementos que constituyen la conexién matematica de tipo
significado estan asociados a: la funcionalidad que un concepto matematico tiene para un
alumno, su uso, su contexto de uso, el sentido que tiene para él e incluso puede estar limitado
por su definicién (como lo reconoce Kilpatrick et al., 2005). Estos elementos estuvieron
inmersos en las conexiones matematicas que los estudiantes hicieron. Por ejemplo, el
contexto de uso de la constante de integracion en la expresion [ r(t)dt = p(t) + C es
“poblacion inicial de animales” en los problemas que evocaron conceptos bioldgicos.

Asimismo, el contexto de uso de la derivada puntual en la expresion p’(2) = 20 es que “justo
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en el segundo afo la poblacion de animales aumentd 20 especies” en ese mismo tipo de
problemas. Sin embargo, f’(x) tiene otro significado en el contexto matemaético, tal como lo
identificaron los estudiantes participantes en este estudio.

Finalmente, es importante mencionar que las conexiones matematicas de tipo
significado son de suma utilidad para comprender los conceptos matematicos y las relaciones
entre estos. Su principal utilidad reside en que permite al estudiante darle sentido, interpretar
la funcionalidad del concepto, delimitar su uso, pero también para definir algunos conceptos
e interpretarlos segun el contexto en el que estén situados. Como conexiones matematicas es
importante porque los estudiantes se hacen conscientes del papel que juegan los conceptos
matematicos en diferentes contextos, ademas del uso que pueden tener en distintas

situaciones.

Parte-todo

En los resultados de este estudio se identificd una conexion matematica de tipo parte-todo.
Eso es consistente con los resultados Businskas (2008) y Singletary (2012) quienes también
las identificaron con profesores en servicio. En esta categoria, Businskas integr6 aquellas de
tipo inclusion y generalizacion, mientras que Singletary (2012) aborda las de generacién. Sin
embargo, ambas relaciones (inclusién y generalizacion) son de suma importancia en la clase
de matematicas para lograr la abstraccion. En ese sentido, Tall (2002) utiliza estos términos:
generalizacién y abstraccién tanto para denotar procesos en los que los conceptos se ven en
un contexto méas amplio y también los productos de esos procesos.

En ese sentido, para Dreyfus (2002) desarrollar la capacidad de abstraccion es
indicativo de haber logrado un nivel avanzado de pensamiento matematico. Sin embargo,
para Dreyfus, los requisitos previos para lograr la abstraccion, son la generalizacién (derivar
0 inducir a partir de casos particulares, es decir, identificar puntos en comdn y expandir
dominios de validez) y la sintesis (combinar o componer partes de tal manera que formen un
todo, una entidad, pero este conjunto es mas que la suma de sus partes).

Por su parte, Harel & Tall (1989) distinguen tres tipos diferentes de generalizacion que

dependera de la construccion mental de cada individuo.

1. La generalizacion expansiva ocurre cuando el sujeto expande el rango de aplicabilidad de un esquema

existente sin reconstruirlo.
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2. La generalizacién reconstructiva ocurre cuando el sujeto reconstruye un esquema existente para

ampliar su rango de aplicabilidad.

3. La generalizacidn disyuntiva ocurre cuando, al pasar de un contexto familiar a uno nuevo, el sujeto

construye un nuevo esquema disjunto para tratar el nuevo contexto y lo agrega a la matriz de esquemas

disponibles (p. 2).
En ese sentido, Harel & Tall (1989) consideran que un proceso de abstraccion ocurre cuando
una persona enfoca su atencién en las propiedades especificas de un objeto dado y luego
considera estas propiedades en forma aislada del original. Esto significa que los estudiantes
deberian identificar patrones para construir una idea mas general sobre el proceso matematico
en el que esta inmerso. En ese sentido, es significativo que los estudiantes en este estudio
indicaran que “la representacion grafica de una funcién polinomial puede prolongarse en
ambos extremos” reconociendo cierta generalizacion respecto del esbozo de la grafica de una
funcion polinomial. Es decir, en otras palabras, parecen reconocer que la porcion de la gréfica
que dibujan tiene dominio en un intervalo cerrado de la forma [a, b] y que esto es un caso
particular de la grafica completa cuyo dominio son el conjunto de los nimeros reales.

Finalmente, es importante mencionar que las conexiones matematicas de tipo parte-

todo donde estan incluidas aquellas relaciones de generalizacién son importantes para ser
desarrolladas en los estudiantes porque les permitira llegar a la abstraccion matematica.
Ademas, como lo sefiala Dindyal (2007), la generalizacion es un aspecto importante en las
matematicas que impregna todas las ramas de la materia y es una caracteristica destacada en
la ensefianza de la asignatura en practicamente todos los niveles. Por ello, su importancia en
el proceso ensefianza-aprendizaje, aungue la poca frecuencia de esta tipologia de conexiones
matematicas en este estudio indica que no son suficientemente estimuladas en situacion

escolar.

5.2 Sobre las concepciones alternativas en Calculo

Cuando se exploran conexiones matematicas que hacen los estudiantes al resolver tareas
especificas, es inevitable que aparezcan concepciones alternativas que inhiben la posibilidad
de que hagan conexiones matematicas. Las concepciones alternativas identificadas en este
estudio, en su mayoria, no han sido reportadas por la literatura en educacion matematica que
se centra en este tema. Esto resalta la importancia de los resultados e invitan a reflexionar

sobre el papel de los docentes, al ser una de las fuentes de las concepciones alternativas en
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lo estudiantes al desarrollar en ellos falsas ideas sobre conceptos previos, por ejemplo, de

aritmética y algebra. La Tabla 15 resume estos resultados, algunos de sus posibles origenes

dentro de la ensefianza de las Matematicas y posibles obstaculos que pueden significar en la

comprension de otros conceptos matematicos mas avanzados en el proceso de aprendizaje.

Tabla 15. Concepciones alternativas, sus posibles origenes y efectos en el aprendizaje.

Origen de la concepcidn

Concepcién alternativa

Puede afectar la comprension
de.

Jerarquia de las
operaciones multiples en
aritmética.

1. La derivada de la integral de una funcion
polinomial (o viceversa) se obtiene calculando
la derivada y la integral por separado,
ignorando el sentido reversible de ellas.

El Teorema Fundamental del

Célculo.

Férmula para calcular la
velocidad en Fisica.

2. La velocidad instantanea a la que se desplaza
un objeto se obtiene mediante la férmula v =
d/t (velocidad es igual a distancia sobre
tiempo).

Velocidad promedio y velocidad
instantanea

Concepto de funcién.

3. El resultado de f"(a) sélo significa que
estamos encontrando un valor para y cuando x
vale a.

La derivada de primer y segundo
orden.

Que graficamente f(x) # f'(x).
Significados de la derivada
puntual en problemas de
aplicacion.

Significado  de las
literales.

4. En f(x) = 3x2, f(x) por si sola significa
funcién.

El significado de expresiones
que utilicen distintas variables.

Concepto de derivada
- ., d
utilizando la notacion d—z.

5. Al resultado de calcular una derivada se le
debe agregar dx que representa su carécter de
derivada.

El significado del diferencial en
derivadas  parciales o en
integrales dobles v triples.

Puntos que constituyen
una recta tangente.

6. f'(a) significa un punto por donde pasa la
recta tangente a una curva.

El concepto de la primera y
segunda derivada en un punto.

Que gréficamente f(x) # f'(x).
Significados de la derivada

puntual en problemas de

aplicacion.
Significado de la literal. 7. p’(a) = k significa que la poblaciéntard6  ElI concepto de la derivada
en crecer k afios. puntual en problemas de

aplicacion.

Concepto de velocidad
promedio.

8. p’(a) = k significa que la velocidad de
crecimiento por afio es k.

El significado de velocidad en un
instante especifico

El concepto de recta

tangente

9. La derivada interpretada en una grafica, es la
recta tangente que toca a la curva en un punto
maximo.

El significado grafico de la
primera y segunda derivada

Estos resultados indican que algunos estudiantes poseen débiles conocimientos de la derivada

y la integral, resultados que son consistente con lo reportado por Denbel (2014). Asimismo,

son coincidentes con los reportados por Kaplan et al. (2015) quienes encontraron que los

estudiantes presentaron concepciones alternativas asociadas a la velocidad instantanea en
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problemas de fisica, es decir, suelen utilizar la formula v = d/t para calcular la velocidad
instantanea.

Por otra parte, los estudiantes que manifestaron la primera concepcion alternativa
.. . P d _ .
indicada en la Tabla 15, utilizaron la formula aax” = anx™" ! para calcular la derivada

solicitada, sin embargo, si ellos no comprenden lo que ésta representa y el contexto donde
puede ser utilizada, entonces podria llevarlos a dar resultados como: la derivada de la funcion
y = x* es xx*~1 como lo reportan Muzangwa & Chifamba (2012). Esto evidentemente los

Ileva a una escasa comprension del TFC. Ademas, si los estudiantes no comprenden el TFC
. 11 N p . 1
entonces ellos podrian pensar que f_lzdx significa el area bajo la curva f(x) = —en el

intervalo —1 < x <1 tal como lo reportan Muzangwa & Chifamba (2012) cuando en
realidad ese calculo no tiene sentido, puesto que hay una discontinuidad en x = 0. Sin
embargo, es significativo que la concepcidén alternativa 1 (Tabla 15) permanece debil en
algunos estudiantes y fue posible un cambio de concepcion para finalmente hacer una
conexion matematica asociada al TFC.

Por otra parte, en las concepciones alternativas “el resultado de f'(a) sélo significa
que estamos encontrando un valor para y cuando x vale a” y “f’(a) significa un punto por
donde pasa la recta tangente a una curva” la idea que parece permear en los estudiantes es el
concepto de funcidn visto como una regla de correspondencia y que es extrapolado al
significado de funcidon derivada puntual. Esto los lleva a pensar que el significado de f’(a) y
f(a) es el mismo. Igualmente, la concepcioén alternativa “en f(x) = 3x2, f(x) por si sola
significa funcion” es indicativo que en algunos estudiantes existe una comprension
incompleta respecto del significado semiotico de la expresion f(x).

Para evitar esos obstaculos y permitir un uso flexible de las funciones, Best &
Bikner-Ahsbahs (2017) sugieren construir su significado tanto como regla de
correspondencia como covariacion dentro y entre todos los tipos de representaciones
posibles, y también entre diferentes funciones. Por su parte, la concepcion alternativa “el
resultado de f“(a) solo significa que estamos encontrando un valor para y cuando x vale a”,
asi como “la velocidad instantanea a la que se desplaza un objeto se obtiene mediante la
formula v = d/t (velocidad es igual a distancia sobre tiempo)” provoca la emergencia de

otras concepciones alternativas cuando se trabaja con tareas graficas y se resuelven
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problemas de aplicacion que evocan conceptos biologicos. Esto explica en parte las
concepciones alternas 7, 8 y 9 (Tabla 15) identificadas en estudio.

Estos resultados hacen que coincidamos con An & Wu (2012) cuando indican que es
necesario proporcionar retroalimentacion en situacion escolar, para lidiar con esas
concepciones alternativas. Sin embargo, ello no bastara, porque algunas concepciones
alternativas son resistentes al cambio. Al respecto, Read (2004), Lucariello, Tine & Ganley
(2014), Kennedy (2015), Bostan (2016) y Dolores et al. (2007) sugieren que es necesario
utilizar métodos que promuevan el cambio conceptual para cambiar esas ideas en los
estudiantes. Para Pajares (1992) se debe promover un cambio de creencias cuando las
existentes resulten insatisfactorias.

En relacion con el cambio conceptual, Kennedy (2015) resalta que es importante
dentro de este proceso asegurarse de que el estudiante esta cambiando genuinamente su
propio pensamiento, en lugar de llevar al estudiante a la respuesta "correcta”, porque ello
podria promover la memorizacion en los estudiantes con el Unico fin de aprobar un examen,
pero volver a sus concepciones previas en otros contextos, tal como lo reconoce Libarkin
(2001). Es decir, promover el cambio conceptual no es tarea facil (Lucariello et al., 2014).
Por su parte, Mulhal & Gunstone (2012) sugieren que la resolucion de problemas sea
introducida en el aula después de que se haya desarrollado la comprension de los conceptos
previos en los estudiantes. Este estudio aflade que, aquellas concepciones alternativas que
permanecen débiles en los estudiantes son susceptibles de ser cambiadas mediante las
Entrevistas Basadas en Tareas que promueva la reflexion en los estudiantes respecto del
proceso que siguen para resolver las tareas matematicas, de sus resultados, asi como la
comunicacion que hagan de ellos con sus pares. El trabajo colectivo podria ayudar este

cambio de las concepciones alternativas.

5.3 Conclusion

El presente trabajo planted inicialmente tres preguntas de investigacion: ¢Qué conexiones
matematicas hacen los estudiantes del preuniversitario al resolver tareas (algebraicas,
gréficas y problemas de aplicacion) de Céalculo que involucran a la derivada y a la integral?,
¢ Qué relacién guardan esas conexiones matematicas que los estudiantes del preuniversitario

hacen en las tareas de Calculo que involucran a la derivada y a la integral y como contribuyen
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a la comprension matematica del Teorema Fundamental del Calculo (TFC)?, y, ¢Qué
concepciones alternativas aparecen cuando los estudiantes del preuniversitario resuelven
tareas (algebraicas, graficas y problemas de aplicacion) de Calculo que involucran a la
derivada y a la integral? Esto llevd a plantearse tres objetivos: describir y categorizar esas
conexiones matematicas que los estudiantes hacen, establecer relaciones entre ellas asociadas
a la comprension del TFC vy, finalmente, identificar las concepciones alternativas que
aparecen en el proceso de resolucion de las tareas propuestas a los estudiantes.

Para responder esas preguntas se utilizaron a las Entrevistas Basadas en Tareas para la
colecta de datos y el analisis tematicos para analizar las producciones de los estudiantes. Los
resultados indicaron la presencia de 33 conexiones matematicas (intramatematicas y
extramatematicas) de las cuales, 4 fueron categorizadas como procedimental, 11 de
representaciones diferentes, 7 de reversibilidad, 1 de parte-todo, 4 caracteristica y 6 de
significado que respondieron a la primera pregunta de investigacion (Tabla 16). Por su otra
parte, los resultados indicaron que las conexiones matematicas estaban fuertemente
relacionadas unas con otras formando sistemas de conexiones matematicos (discutido en la
seccidn de resultados y la discusion). La variacion en el nimero de estudiantes que hicieron
cada tipo de conexion matematica, asi como la complejidad de los sistemas de conexiones
matematicas (asociados a la primera y segunda parte del TFC, asi como al concepto funcién)
que logro cada estudiante indic6 que el nivel de comprension de los estudiantes participantes

fue diferente en cada caso.

Tabla 16. Conexiones matematicas identificadas en las producciones de los estudiantes.

GRUPO CONEXION MATEMATICA CATEGORIZACION
1. La derivada de una funcién polinomial de la forma Procedimental
f(x)=x"esf'(x) = nx" L
2. Laintegral de una funcién polinomial de la forma f(x) =

xTL+1
x™es [x"dx ==——+C.
n+1

%
8
N
- §
g : : s —
> 3. La derivada es la pendiente de la recta tangente a una & Significado
€ curva. =
g 3.1 f'(a) significa la pendiente de la recta 5 Representaciones
S tangentea f(x) enx = a. S diferentes
2 4. La derivada de una funcién polinomial es disminuir su % Caracteristica
8 grado en una unidad y la integral es aumentar su gradoen &
o
uno.
5. La integral esta asociada con el &rea bajo una curva. Significado
5.1 La integral definida significa area bajo Representaciones
la curva. diferentes
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5.2 El resultado de una integral definida
significa area.

5.3 La integral es la suma de las areas de
los rectingulos inscritos bajo la curva.

6. Una integral definida tiene limites de integracion.

6.1 Los limites de integracion significan
el intervalo donde se debe calcular el area
bajo la curva.

7. Laconstante 7.1 significa una familia de primitivas
de integracion desplazadas verticalmente en el eje de las
C.. ordenadas.

7.2 siempre acomparia al resultado de una
integral indefinida

8. El diferencial en una integral indica respecto de qué
variable se va a integrar la funcién.

TFC

9. La derivada y la integral son operaciones inversas.

9.1. La derivada de la integral de una
funcion polinomial es igual a la misma
funcidn.

9.2. La integral de la derivada de una
funcién polinomial es la misma funcién.

10. En una integral definida al limite superior evaluado en
la antiderivada de f'(x)se le resta el limite inferior
evaluado en la misma antiderivada.

11. La 13.1 de una funcién cuadratica o de

Representaciones
diferentes

Representaciones
diferentes

Caracteristica

Significado

Representaciones
diferentes

Caracteristica

Significado

Reversibilidad

Reversibilidad

Reversibilidad

Procedimental

Representaciones

representacion  segundo grado es una parabola. diferentes
R ° grafica... 13.2 de una funcién lineal o de primer Representaciones
83 grado es una linea recta diferentes
:c.fi; _‘g " 13.3 del término independiente de una Representaciones
558 funcidn es el valor donde corta al eje de diferentes
2o S las ordenadas.
s %E 13.4 de una funcién polinomial puede Parte-todo
§ S 2 prolongarse en ambos extremos.
S 3 s 13.5 de una funcién cudbica o de tercer Representaciones
4 4 g N diferentes
5 grado es como una acostada ( 0
& W)
12. La forma de una representacion grafica asociada a una Caracteristica
funcidn polinomial permite identificar el grado de esta.
. 13. Calcular la velocidad de crecimiento de una especie Reversibilidad
8 significa encontrar la derivada de la representacion
S algebraica asociada a la poblacion total. S
g 14. La integral de la funcién velocidad de crecimiento r(t) ‘g Reversibilidad
2 de una poblacion es la funcion poblacién total. £
2 15. En [r(t)dt = p(t) + C la constante de integracion C £ Significado
§ significa poblacion inicial de animales. *;‘E;
3 16. El resultado de p’(2) = 20 significa que justo en el 2 Significado
segundo afio la poblacién aument6 20 especies. e
17. La integral de la funcién aceleracion de un objeto essu S Reversibilidad
» velocidad y la integral de la funcion velocidad es su %
2 g posicion. O
§ 2 18. La derivada de la funcién posicién de un objeto es su Reversibilidad
S = velocidad y la derivada de su velocidad es su aceleracion.

19. La velocidad de un objeto en su altura maxima es cero.

Representaciones
diferentes
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20. Encontrar una funcion primitiva de la posicion de un Procedimental
objeto, dada una posicion inicial, implica primero calcular

una integral y segundo, resolver una ecuacion lineal.

21. El resultado de s’(a) = 0 significa que el objeto est en Representaciones
reposoent = a. diferentes

En relacion con la segunda pregunta de investigacion esta fue discutida ampliamente
en la seccion de discusion. Sin embargo, mas adelante se ofrecen algunas reflexiones sobre
ello, asi como su relacion con las creencias matematicas y la comprension matematica de los
estudiantes. Por su parte, en relacion con la tercera pregunta de investigacion se identifico a
partir de las producciones verbales y gestuales de los estudiantes, ademas de sus
producciones escritas un total de nueve concepciones alternativas donde las més frecuentes
fueron: la derivada de la integral de una funcion polinomial (o viceversa) se obtiene
calculando la derivada y la integral por separado, ignorando el sentido reversible de ellas
(f=20), la velocidad instantanea a la que se desplaza un objeto se obtiene mediante la formula
v =d/t (velocidad es igual a distancia sobre tiempo, f=14), el resultado de f’(a) sélo
significa que estamos encontrando un valor para y cuando x vale a (f=10) y en f(x) = 3x2,
f(x) por si sola significa funcion (f=10). Sin embargo, la entrevista indicé que cuando se
motiva a los estudiantes a reflexionar o a hacer una vision retrospectiva de sus resultados y
procedimientos empleados, entonces para aquellas concepciones alternativas que
permanecen débiles en sus sistemas de creencias son susceptibles de cambio posibilitando
gue hagan conexiones matematicas.

No obstante, hay otras concepciones alternativas que permanecen muy incrustadas en
los sistemas de creencias de los estudiantes que son resistentes al cambio. Estas pueden
obstaculizar la comprensién de algunos conceptos avanzados de Calculo tales como
derivadas parciales, derivadas sucesivas, graficas de la primera y segunda derivada,
integrales dobles y triples, pero también limitar la comprension de la derivada y de la integral
en problemas de aplicacion que evoquen conceptos de biologia, fisica o de otra disciplina.
Por ejemplo, la persistencia de la concepcion alternativa “la velocidad instantdnea a la que
se desplaza un objeto se obtiene mediante la formula v = d/t (velocidad es igual a distancia
sobre tiempo)” desarrollada en los estudiantes desde el nivel basico obstaculiza comprender
en el nivel preuniversitario el significado de posicion y velocidad en fisica y, de poblacion
total y velocidad de crecimiento en biologia.
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El hecho de que solo se hayan identificado un total de 67 concepciones alternativas en
las 16 tareas propuestas en los 25 participantes de este estudio reside en que la mayoria de
ellos tenian un buen rendimiento en Matematicas, sin embargo, este resultado es indicativo
de que alumnos con rendimiento regular y mal tendran un mayor namero de concepciones
alternativas. Queda, por tanto, seguir realizando investigaciones que identifiquen esas
concepciones alternativas en los estudiantes del preuniversitario para conceptos relacionados
con el TFC y otros contenidos matematicos, pero también en estudiantes universitarios tanto

en Célculo como en otros dominios de las Matematicas.

5.3.1 Una forma de concebir a la comprension matematica desde las conexiones
matematicas

Los resultados sugieren gque existen sistemas de creencias que preceden a los sistemas de
conexiones matematicas, dado que las conexiones matematicas también aparecen
interrelacionadas (Figura 45). Sin embargo, esos mismos sistemas de creencias posibilita que
en algunos estudiantes se manifiesten las concepciones alternativas y consecuentemente, no

logren la comprension matematica que requieren para sus cursos mas avanzados (Figura 45).
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Figura 45. Relacion entre los sistemas de creencias de los estudiantes, las conexiones

matematicas, las concepciones alternativas y la comprension matematica.

En la Figura 45 se sinterizan algunas reflexiones que se desprenden de los resultados
del presente estudio. Estos sugieren que en relacion con algunos conceptos matematicos

centrales existen sistemas de conexiones matematicas especificas (Figura 46) las cuales
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pueden ser identificadas, en al menos tres formas: producciones escritas, en los argumentos
verbales o gestuales que desarrolle el estudiante y en la comunicacion de sus resultados y
procedimientos con sus pares o con el profesor, donde dos de ellos son complementarios para
identificar la presencia o ausencia de una conexion matematica. Por su parte, las
concepciones alternativas se identifican con mayor claridad en sus argumentos verbales y
gestuales o en la comunicacion de sus resultados y procedimientos seguidos. No obstante,
promover la reflexion sobre estos procesos puede permitir que el estudiante llegue a
establecer una conexidon matematica siempre que la concepcion alternativa que él manifieste
esté a un nivel débil en sus sistemas de creencias.

Por los resultados del presente estudio, algunas creencias matematicas inferidas que
preceden a las categorias de conexiones matematicas identificadas y que los estudiantes
hacen son:

1. Para realizar determinadas operaciones matematicas es necesario utilizar formulas
especificas.

2. Los conceptos matematicos tienen caracteristicas particulares que permiten
diferenciarlos de otros.

3. Los conceptos matematicos se pueden representar de manera verbal, tabular,
numeérica o gréafica.

4. Los simbolos matematicos adquieren significados distintos segn el contexto de uso.

5. La visualizacion ayuda a identificar el grado asociado a las funciones polinomiales
dadas graficamente.

6. El resultado de las operaciones matemaéticas tiene distintos significados segun el
contexto de uso.

7. Las operaciones matematicas sobre los objetos matematicos tienen sus
correspondientes inversas que anulan el efecto de las primeras.

8. Los modelos matematicos y las operaciones matematicas adquieren distintos sentidos

cuando se resuelven problemas de aplicacion.

Por otra parte, este trabajo plantea que hay conceptos matematicos que son centrales
para la comprension de otros mas avanzados, por ejemplo, funcion, limite, razon de cambio

y la idea de acumulacion pueden ayudar a comprender conceptos como derivada e integral y
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éstos a su vez ayudan a entender al TFC. Asociados a estos existen sistemas de conexiones
matematicas que los estudiantes son capaces de hacer (Figura 46) que puede ser diferente en
cada caso segun sus sistemas de creencias previas que estos tengan; en ese sentido, podra ser
diferente en relacion con cada concepto matematico. La complejidad del sistema de
conexiones matematicas que cada estudiante haga y el uso que éste haga de ese sistema para
resolver tareas concretas permitira inferir su nivel de comprension en relacion con contenidos

matematicos especificos.
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Figura 46. Sistema de conexiones matematicas hipotética asociadas a un concepto

matematico.

La figura 46 ejemplifica que hay una conexion matemaética central y hay conexiones
matematicas derivadas de primer y segundo orden, tal como se mostro en la seccion de
resultados. Algunas conexiones matematicas derivadas de primer orden tendran conexiones
derivadas de segundo orden y otras no. Por otra parte, considerando estas ideas, existiran
sistemas de conexiones matematicas (SCM) asociadas a diferentes conceptos matematicos,
es decir, habrd un SCM3, SMC», SMCs, ..., SCMs que pueden corresponder a diferentes
dominios matematicos, a la relacion de estos con otras disciplinas e incluso con situaciones
de la vida real; un estudiante tendra cierta comprension sobre las matematicas en general
cuando sea capaz de relacionar esos sistemas de conexiones matematicas en un todo

coherente (Figura 47). Es decir, un estudiante que sea capaz de relacionar el SCM1 con el
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SCM2, SCMs, ..., SCM, y viceversa (Figura 47), tendrd una mejor comprension que aquél
que soélo relacione el SCM1 con el SCMz, pero no logre vincularlos con los otros sistemas de

conexiones matematicas.

Significado de la simbelogia ntilizada

SCM;, Sistema de conexionss matemadticas s-ésima

4 Relaciones entre los sistemas de conexiones
malcmilicas

Figura 47. Relacion entre los sistemas de conexiones matematicas.

En la Figura 47 las dobles flechas de implicacion indican que un estudiante podria ser
capaz de relacionar el SCMy con el SCMz, pero no realizar el proceso inverso, esto dependera
de sus sistemas de creencias matematicas previos. Por supuesto, para fortalecer estos
resultados se requiere un mayor numero de investigaciones que exploren creencias
matematicas y conexiones matematicas para distintos contenidos matematicos. Por otra parte,
las figuras 28, 29 y 30 plantean una forma de concebir a la comprensién matematica
asumiendo como central a las conexiones matematicas, ademas de considerar el papel de las
no-conexiones matematicas que en este estudio se reconocen como concepciones
alternativas. En el caso de las conexiones matematicas, las tipologias como: procedimental,
representaciones diferentes, significado, reversibilidad, caracteristica y parte-todo seran
fundamentales para lograr una mejor comprension.

En ese sentido, una contribucion de este trabajo es en relacion con un marco preliminar
(Figura 48) para caracterizar a las conexiones matematicas en Calculo y en los procesos que
desarrollan los estudiantes al trabajar con tareas especificas. Por ejemplo, si a los estudiantes

se les propone un problema no matematico entonces ellos haran la conexion de modelado
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cuando planten el modelo matematico que ayude a resolver el problema. En cambio, cuando
se les plantea un problema de aplicacion donde esté dado el modelo matematico entonces las
conexiones extramatematicas aparecen cuando los estudiantes relacionen contenidos
matematicos con contenidos de otras disciplinas o con conceptos de la vida real, pero al
momento de resolver el problema haran conexiones intramatematicas porque el trabajo que

harén seré entre conceptos matematicos.
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Figura 48. Tipos de conexiones matematicas.

La figura 48 también indica que las conexiones intramatematicas aparecen cuando los
estudiantes resuelven tareas matematicas, en este estudio al calcular derivadas, derivadas
puntuales, integrales, derivada de una integral, integral de una derivada, construir graficas de
funciones derivadas y antiderivadas, etc. Este modelo propuesto para caracterizar a las
conexiones matematicas en el proceso de resolver problemas y tareas es preliminar y puede
ser ampliado a la luz de nuevos resultados de investigaciones que exploren conexiones
matematicas. Pero, también, otras categorias que han sido identificadas con profesores de
matematicas podrian ser incluidas en este modelo preliminar. Por ejemplo, aquella conexion
gue Businskas (2008) llama caracteristicas comunes podria ser incluida en la tipologia

conexion matematica caracteristica.
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5.3.2 Implicaciones para la ensefianza-aprendizaje del Célculo

Al igual que Eli at al. (2011, 2013), el presente estudio plantea la necesidad de crear
secuencias centradas en las conexiones matematicas para la ensefianza de las Matematicas
en general, y para el Calculo en particular, donde sea tomado en cuenta el papel que juegan
los sistemas de creencias matematicas de los estudiantes y sus concepciones alternativas en
el proceso de aprendizaje para el desarrollo de la comprension matematica. En estas
secuencias el papel de las representaciones diferentes también serd de suma importancia para
comprender procesos matematicos como la diferenciacion y la integracion.

En el nivel preuniversitario una propuesta para la ensefianza del Calculo podria plantear
como tema central el TFC donde las ideas matematicas previas sean el concepto de razon de
cambio y la idea de acumulacién. Considerando como eje al TFC y la conexion matematica
de reversibilidad se podria resolver problemas de matematicas, biologia, administracion,
mecanica, fisica, etc., donde el foco de atencion sean la derivada y la integral mediado por el
TFC (Figura 49).
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Figura 49. EI TFC como concepto central para una propuesta de ensefianza.

Una propuesta como la que se sugiere implicaria conectar diversos conceptos tanto
intramatematicos como extramatematicos tal como lo sugieren los programas de Calculo
Diferencial (DGB, 2013a) y Calculo Integral (DGB, 2013b). Sin embargo, también

implicaria que estos cursos se integren en uno solo donde los contenidos deberian

170



reorganizarse a traves en conceptos centrales que articulen las ideas necesarias y suficientes
para desarrollar en los estudiantes del preuniversitario la comprension matematica del TFC.
Esto significa eliminar contenidos matematicos que son secundarios o cuyo papel no es
central para alcanzar este objetivo.

Las conexiones matematicas deberan jugar un papel central en esta propuesta porque
permitiria una mejora de la comprensién matematica. Sin embargo, exige un compromiso del
profesor para cambiar la forma de trabajo en el aula, ademéas de promover el trabajo colectivo
con sus estudiantes. Exige también de los profesores hacer conexiones matematicas explicitas
en el aula y promover el uso de ellas entre sus estudiantes, pero también demanda
conocimientos didacticos para reorganizar el contenido matematico propuesto en los planes
y programas de estudio para el curso de Célculo. Los profesores también necesitan tener
conocimientos de otras disciplinas para reconocer el uso de las matematicas en ese contexto.

Finalmente, los profesores deben poner especial atencién en las concepciones
alternativas que los estudiantes tienen para promover en el aula actividades de
retroalimentacion que ayuden al logro de un cambio conceptual. Esto porque la fuente de las
concepciones alternativas son principalmente los profesores como lo sugieren las respuestas
de los estudiantes durante la entrevista. Por supuesto, esta tarea no es facil en un grupo
numMeroso, pero es necesario para ayudar a los estudiantes a hacer conexiones matematicas,

tanto intramatematicas como extramatematicas.

5.4 Limitaciones tedricas-metodoldgicas y futuras investigaciones
Durante el desarrollo de este trabajo existieron limitaciones que obligaron en multiples
ocasiones a la toma de decisiones para continuar. En ese sentido, la primera de ellas fue la
escasa literatura que estudia conexiones matematicas en el campo del Céalculo, de hecho, sélo
se identificaron aquellas que se centran en tareas graficas de la derivada o antiderivada. Si
bien esta fue una limitante para saber qué direccion tomar, también ofrecio ideas respecto al
vacio en este campo y la importancia de estudiar conexiones matematicas en Calculo.

La segunda limitante fue una acepcion clara para el constructo tedrico conexiones
matematicas. Muchas de las investigaciones que dicen explorar conexiones matematicas dan
la idea del uso trivial del término, pero poco claras para identificar lo que no es una conexion

matematica. Esto llevo a considerar algunas de las caracteristicas sobre las conexiones
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matematicas que ofrecieron la literatura revisada para plantear una definicién mas ad hoc a
los intereses del presente estudio, tal como lo sugirié una investigadora sobre esta temética
al autor del presente trabajo.

Tercero, existieron y existen limitaciones metodologicas en el presente estudio.
Inicialmente, una limitacion fue el método adecuado para colectar datos. A sugerencia de una
investigadora y por la lectura sugeridas se optd por las Entrevistas Basadas en Tareas.
Segundo, el protocolo utilizado planteé un nimero alto de tareas con el fin de explorar las
conexiones matematicas en los registros algebraico y grafico, ademas de la resolucién de
problemas de aplicacion. Sin embargo, esto evitd que se pudiera profundizar en los
argumentos empleados por los estudiantes por el factor tiempo.

En promedio una entrevista tuvo una duracion de 90 minutos y eso fue una limitante
porque las entrevistas se desarrollaron durante un dia habil cuando los estudiantes tenian
clases. Esto llevo a que el protocolo considerara algunas preguntas durante la entrevista, pero
no se pudo indagar sobre la representacién que los estudiantes hacen de esas ideas que
manifiestan, por ejemplo, cuando definieron la derivada puntual faltdo explorar las
representaciones que sobre esos objetos hacian los estudiantes. Finalmente, el analisis de los
datos colectados significd una limitante inicial, pero con el desarrollo de la investigacion se
optd finalmente por el analisis tematico que permite analizar datos con poca e incluso sin
teoria.

Las limitaciones tedricas y metodoldgicas del presente estudio, asi como el origen de
las conexiones matematicas que los estudiantes hicieron (ensefianza recibida de sus
profesores, los contenidos de los libros de texto, su experiencia extraescolar, su experiencia
con las matematicas, la preparacion que recibieron en cursos y, en general, de sus sistemas
de creencias previos), se plantea que futuras investigaciones pueden explorar: los sistemas
de creencias matematicas y las conexiones matematicas que hacen al trabajar contenidos
matematicos especificos, los sistemas de conexiones matematicas que los estudiantes hacen
al resolver problemas de aplicacion que evoquen conceptos de diversas disciplinas
(administracion, finanzas, biologia, ecologia, mecanica, fisica, etc.), ademas de aquellos
sistemas de conexiones matematicas que los estudiantes hacen al resolver problemas no
matematicos, es decir, aguellos donde no estan dados los modelos matematicos que resuelven

los problemas. Estas investigaciones pueden desarrollarse tomando como poblacion a los
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estudiantes del preuniversitario y del nivel superior, ademas de que se puede centrar el
andlisis en los sistemas de creencias matematicas de los profesores de matemaéticas, sus
sistemas de conexiones matematicas al resolver tareas especificas y las conexiones

matematicas que promueve en situacion escolar para distintos dominios matematicos.
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